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✷✳✶✶ ❙tr❛t❡❣✐❝ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❢♦r ❯●❱ ✉s✐♥❣ ❋❖P❋ ❬✶✵❪✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷

✸✳✶ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽

✸✳✷ ❆❘ ❉r♦♥❡ s②st❡♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✸✳✸ ✸❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✹ P♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ (x) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✺ P♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ (y) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✻
✸✳✻ ❆❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ (z) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✼ ❆♥❣❧❡✴♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ (yaw) ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✼
✸✳✽ ✷❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✾ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✸✳✶✵ P✐❝t♦r✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ t❛❝❦❧❡❞ ✇✐t❤ ❡♠❡r✲

❣❡♥❝② ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ♠❡❞✐❝✐♥❡s ❞❡❧✐✈❡r② ✇✐t❤ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✳ ✳ ✳ ✺✵
✸✳✶✶ ▲❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r ❯❆❱ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❳✲❨ ♣❧❛♥❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪ ✺✶
✸✳✶✷ ❋❖P❉✴■❖P❉ st❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✸✳✶✸ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✺
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✸✳✶✹ ❊♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❯❆❱s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ✭❛✮ ✸❉ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✭❜✮
✷❉ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ✭❝✮ ✷❉ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ■❖P❉
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻

✸✳✶✺ ❊♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❯❆❱s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✶ ❙t❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❆❘✳❞r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✻✹
✹✳✷ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✸ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r

▼P❈✲❊P❙❆❈ ✇✐t❤ N1 = 3✱ N2 = 17 ✇❤❡♥ ❛✮ γ < 1 ❛♥❞ ❜✮
γ ≥ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✼

✹✳✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈
✇✐t❤ N1 = 3✱ N2 = 17 ✇❤❡♥ ❛✮ α < 1 ❛♥❞ ❜✮ α ≥ 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✽

✹✳✺ ❛✮ ❆♥❣❧❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❜✮ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭γ✱ λ✮ ♦❢ t❤❡
▼P❈✲❊P❙❆❈ ❢♦r x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾

✹✳✻ ❛✮ ❆♥❣❧❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❜✮ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭α✱ β✮ ♦❢ t❤❡
❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❢♦r x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵

✹✳✼ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥ ❛✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r
❛♥❞ ❜✮ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✶

✹✳✽ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✷

✹✳✾ ❙t❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❆❘✳❞r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✼✸
✹✳✶✵ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✸

✺✳✶ ✭❛✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r α ∈ (0, 1) ❛♥❞ γ = 1✱ ✭❜✮
❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ❢♦r α = 0.1 ❛♥❞ γ = 1 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✷

✺✳✷ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✹
✺✳✸ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ α ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺
✺✳✹ ①✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ ❛✮ kp = 2✱ ki = 1✱ γ = 4 ❜✮

kp = 2✱ ki = 0✱ γ = 4 ❝✮ kp = −0.239✱ ki = 1✱ γ = 4 ❞✮
kp = −0.5✱ ki = 1✱ γ = 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✺✳✺ ❈♦♥s❡♥s✉s ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ ❛✮ kp = 2✱ ki = 1✱
γ = 4 ❜✮ kp = 2✱ ki = 0✱ γ = 4 ❝✮ kp = −0.239✱ ki = 1✱ γ = 4
❞✮ kp = −0.5✱ ki = 1✱ γ = 4 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✺✳✻ ✭❛✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r α ∈ (0, 1)✱ ✭❜✮ ❣❧♦❜❛❧ st❛✲
❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ❢♦r α = 0.1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾

✺✳✼ ✭❛✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r α ∈ (0, 1) ❛♥❞ γ = 1✱ ✭❜✮
❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ❢♦r α = 0.1 ❛♥❞ γ = 1✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✺✳✽ ✭❛✮ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r✲
❞❡rs✱ ✭❜✮ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ✳ ✾✸

✺✳✾ ◆♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✹
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✺✳✶✵ ❛✮ ①✲♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇❤❡♥ ✭✐✮
kp = 1✱ ki = 4✱ ✭✐✐✮ kp = 1✱ ki = 0✱ ✭✐✐✐✮ kp = −0.649✱ ki = 4✱
✭✐✈✮ kp = −0.8✱ ki = 4✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✻

✺✳✶✶ P♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts (ξi, ωi) ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇✐t❤
kp = 1✱ ki = 4 ❛✮ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❜✮ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✼

✺✳✶✷ ❖♣t✐♠❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✺✳✶✸ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ kp ❛♥❞

ki ❢♦r ❛✮ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❜✮ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
✺✳✶✹ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❱✲❘❊P ❛t t = 0✱ ✷✳✺✱ ✹✳✺✱ ❛♥❞ ✶✷s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✺✳✶✺ ❋♦r♠❛t✐♦♥✲❦❡❡♣✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✾
✺✳✶✻ ❛✮ ①✲♣♦s✐t♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P✳ ✳ ✶✵✵
✺✳✶✼ ❛✮ ①✲♣♦s✐t♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇❤❡♥ ✭✐✮

kp = 3✱ ki = 4✱ γ = 3 ✭✐✐✮ kp = 3✱ ki = 0✱ γ = 3 ✭✐✐✐✮ kp = 0.5✱
ki = 4✱ γ = 3 ✭✐✈✮ kp = 0.2✱ ki = 4✱ γ = 3 ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✶

✺✳✶✽ P♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts (Fi, Ti) ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇✐t❤
kp = 3✱ ki = 4 ❛♥❞ γ = 3 ✭❛✮ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✭❜✮ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✶✵✷

✺✳✶✾ ❖♣t✐♠❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
✺✳✷✵ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❱✲❘❊P ❛t t = 0✱ ✽✱ ✶✻✱ ❛♥❞ ✷✺s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥✲❦❡❡♣✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
✺✳✷✷ ❛✮ ①✲♣♦s✐t♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P ✳ ✶✵✺
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▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s

✷✳✶ ❈♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯❆❱s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥✲
tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼

✷✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯●❱s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥✲
tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸

✸✳✶ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✺
✸✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✸✳✸ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✸✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✼

✹✳✶ ▼P❈ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✷ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✸ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✻
✹✳✹ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✾
✹✳✺ ■♥❞❡①❡s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥

❛♥❛❧②s✐s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹



①✐✐ ▲■❙❚ ❖❋ ❚❆❇▲❊❙



❙❛♠❡♥✈❛tt✐♥❣

❖♥❜❡♠❛♥❞❡ ❧✉❝❤t✈❛❛rt✉✐❣❡♥ ✭❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡s ✲ ❯❆❱s✮ ❡♥ ♦♥❜❡✲
♠❛♥❞❡ ❣r♦♥❞✈♦❡rt✉✐❣❡♥ ✭❯♥♠❛♥♥❡❞ ●r♦✉♥❞ ❱❡❤✐❝❧❡s ✲ ❯●❱s✮ ③✐❥♥ t✇❡❡
❤♦♦❢❞t②♣❡s ❛✉t♦♥♦♠❡ ❛❣❡♥t❡♥ ❞✐❡ ❛❝❛❞❡♠✐s❝❤❡ ❡♥ ❝♦♠♠❡r❝✐ë❧❡ ✐♥t❡r❡ss❡
❤❡❜❜❡♥ ❣❡✇❡❦t ❜✐♥♥❡♥ ❞❡ r♦❜♦t✐❝❛❣❡♠❡❡♥s❝❤❛♣✳ ❩❡ ✇♦r❞❡♥ ❜❡s❝❤♦✉✇❞ ❛❧s
✐❞❡❛❧❡ ♣❧❛t❢♦r♠s ❞✐❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❡❧ ❡♥ ❝♦❧❧❡❝t✐❡❢ ❦✉♥♥❡♥ ✇❡r❦❡♥ ♦♠ ❜❡❧❛♥❣r✐❥❦❡
t❛❦❡♥ ✉✐t t❡ ✈♦❡r❡♥✱ ③♦❛❧s ✈❡r❦❡♥♥✐♥❣✱ ❜❡✇❛❦✐♥❣✱ ❣❡✈❡❝❤t❡♥✱ r❡❞❞✐♥❣✱
❧❛♥❞❜♦✉✇✱ ❡♥③✳

❱❡❡❧ ✈❛♥ ❞❡③❡ t❛❦❡♥ ✇❛❛r❜✐❥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ♠♦❜✐❡❧❡ r♦❜♦ts ❜❡tr♦❦❦❡♥ ③✐❥♥✱
♠♦❡t❡♥ ✉✐t❣❡✈♦❡r❞ ✇♦r❞❡♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①❡✱ ♦♥❜❡❦❡♥❞❡ ❡♥ ✉✐t❞❛❣❡♥❞❡ ♦♠❣❡✈✐♥✲
❣❡♥✱ ♠❡t ❜❡❤✉❧♣ ✈❛♥ ❜❡♣❡r❦t❡ ❢②s✐❡❦❡ ❡♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❡❧❡ ♠✐❞❞❡❧❡♥✳ ❉❛❛r♦♠
♠♦❡t ❤❡t ❝♦♥tr♦❧❡s②st❡❡♠ ❡r ✐♥ r❡❛❧t✐♠❡ ✈♦♦r ③♦r❣❡♥ ❞❛t ❞❡ r♦❜♦t ③✐❥♥ t❛❦❡♥
❦❛♥ ✉✐t✈♦❡r❡♥ ♦♥❞❛♥❦s ❡①t❡r♥❡ ❣❡❜❡✉rt❡♥✐ss❡♥ ❛❧s ❣❡✈♦❧❣ ✈❛♥ ✈❛r✐❛t✐❡s
✐♥ ❤❡t ❧❛❛❞✈❡r♠♦❣❡♥✱ ✇r✐❥✈✐♥❣✱ ❢❛❜r✐❝❛❣❡✈❛r✐❛t✐❡s✱ ♠♦❞❡❧♦♥③❡❦❡r❤❡❞❡♥✱
❡♥③♦✈♦♦rt✳ ❇♦✈❡♥❞✐❡♥ ✐s ❞❡ ♦♣t✐♠❛❧✐s❛t✐❡ ✈❛♥ ❤❡t ❡♥❡r❣✐❡✈❡r❜r✉✐❦ ✲ ♦♠ ❞❡
✈❧✐❡❣t✐❥❞ t❡ ✈❡r❧❡♥❣❡♥✲éé♥ ✈❛♥ ❞❡ ✉✐t❞❛❣✐♥❣❡♥ ✐♥ ❯❆❱✲s②st❡♠❡♥✳ ❉✉s ✐s ❤❡t
❜❡❧❛♥❣r✐❥❦ ♦♠ ❡✣❝✐ë♥t❡ ❝♦♥tr♦❧❡str❛t❡❣✐❡ë♥ t❡ ♦♥t✇✐❦❦❡❧❡♥ ❞✐❡ ③✐❝❤ r✐❝❤t❡♥
♦♣ tr❛❥❡❝t❝♦♥tr♦❧❡✱ ❡♥❡r❣✐❡✈❡r❜r✉✐❦ ❡♥ st♦r✐♥❣s♦♥❞❡r❞r✉❦❦✐♥❣✳

■♥ ❞❡ ❛❢❣❡❧♦♣❡♥ ❥❛r❡♥ ❤❡❡❢t ❞❡ ♦♥❞❡r③♦❡❦s❣❡♠❡❡♥s❝❤❛♣ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡
✈❛♥ ❞❡③❡ ❝♦♥tr♦❧❡♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❛❛♥❣❡♣❛❦t ♠❡t ❜❡❤✉❧♣ ✈❛♥ ❣❡❛✈❛♥❝❡❡r❞❡
❝♦♥tr♦❧❡t❡❝❤♥✐❡❦❡♥ ♦♣ ❜❛s✐s ✈❛♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❡❧❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❱❡❡❧ ✈❛♥ ❞❡③❡
t❡❝❤♥✐❡❦❡♥ ✈❡rt♦♥❡♥ ❡❝❤t❡r ♥♦❣ t❡❦♦rt❦♦♠✐♥❣❡♥ ❜❡tr❡✛❡♥❞❡ r♦❜✉✉st❤❡✐❞
❡♥ st❛❜✐❧✐t❡✐t ✈❛♥ ❤❡t s②st❡❡♠ ❜✐❥ ♦♥❜❡❦❡♥❞❡ st♦r✐♥❣❡♥ ❡♥ ❢♦✉t❡♥ ✐♥ ❞❡
♠♦❞❡❧❧❡r✐♥❣✳

❆♥❞❡r③✐❥❞s ❤❡❡❢t ❞❡ ♦♣❦♦♠st ✈❛♥ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❡t ♠♦❣❡❧✐❥❦
❣❡♠❛❛❦t ♦♠ ❡❡♥ ❜❡t❡r❡ r❡s♣♦♥s ✈❛♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❡s②st❡♠❡♥ t❡
✈❡r❦r✐❥❣❡♥✱ ❡✈❡♥❛❧s ❡❡♥ ❜❡t❡r❡ ✇❡❡r❣❛✈❡ ✈❛♥ ✈❡r❜♦r❣❡♥ ❡✐❣❡♥s❝❤❛♣♣❡♥ ✈♦♦r
❝♦♠♣❧❡①❡ ♠♦❞❡❧❧❡r✐♥❣s✈❡rs❝❤✐❥♥s❡❧❡♥✳ ❉✐t ❛❧❧❡s ❞❛♥❦③✐❥ ❞❡ ✈♦♦r❞❡❧❡♥ ♦♠
❛❢❣❡❧❡✐❞❡♥ ❡♥ ✐♥t❡❣r❛❧❡♥ t❡ ❞❡✜♥✐ër❡♥ ✈♦♦r ♥✐❡t✲❣❡❤❡❧❡ ♦r❞❡s✳

❚❡♥❡✐♥❞❡ ❝♦♥tr♦❧❡s②st❡♠❡♥ ✐♥ ✈♦❡rt✉✐❣❡♥ t❡ ✈❡r❜❡t❡r❡♥✱ ♦♥t✇✐❦❦❡❧t ❞✐t
♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡ ❝♦♥tr♦❧❡str❛t❡❣✐❡ë♥ ✈♦♦r ❡♥❦❡❧✈♦✉❞✐❣❡
❡♥ ♠❡❡r✈♦✉❞✐❣❡ ❛✉t♦♥♦♠❡ ❛❣❡♥t❡♥ ✐♥ ❡❡♥ ❞✐✈❡rs✐t❡✐t ❛❛♥ t❡sts❝❡♥❛r✐♦✬s
❣❡r✐❝❤t ♦♣ tr❛❥❡❝t❝♦♥tr♦❧❡✱ ❡♥❡r❣✐❡✈❡r❜r✉✐❦ ❡♥ st♦r✐♥❣s♦♥❞❡r❞r✉❦❦✐♥❣✳
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❉❡ ♠❡❡st❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞✐❡ ✐♥ ❛✉t♦♥♦♠❡ ✈♦❡rt✉✐❣❡♥ ③✐❥♥ ❣❡ï♠♣❧❡♠❡♥t❡❡r❞✱
③✐❥♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ■♥t❡❣r❛❧ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭P■❉✮✲r❡❣❡❧✐♥❣✳ ❉❛❛r♦♠ ✇♦r❞t ❡❡♥
❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❋❖P❉✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❡st✉❞❡❡r❞
✈♦♦r ♣❛❞✈♦❧❣❡♥❞❡ ❜❡st✉r✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐♥ st❛t✐s❝❤❡
♦♠❣❡✈✐♥❣❡♥✳ ❉❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇♦r❞❡♥ ♦♣ t✇❡❡ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡
♠❛♥✐❡r❡♥ ❛❢❣❡st❡❧❞✳ ❉❡ ❡❡rst❡ ❜❡♥❛❞❡r✐♥❣ ✇♦r❞t ❞❡ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r✲♠❡t❤♦❞❡
❣❡♥♦❡♠❞✱ ❣❡❜❛s❡❡r❞ ♦♣ ♣r❡st❛t✐❡s♣❡❝✐✜❝❛t✐❡s ✐♥ ❤❡t ❢r❡q✉❡♥t✐❡❞♦♠❡✐♥✳ ❉❡③❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐❡s ✇♦r❞❡♥ ❣❡❞❡✜♥✐❡❡r❞ ✈♦❧❣❡♥s ❞❡ ✈♦♦r❦❡✉r❡♥ ♦❢ s②st❡❡♠✈❡r❡✐st❡♥
✈❛♥ ❞❡ ♦♥t✇❡r♣❡r✳ ❉❡ t✇❡❡❞❡ ❜❡♥❛❞❡r✐♥❣ ❜❡st❛❛t ✉✐t ❡❡♥ ♦♣ ♦♣t✐♠❛❧✐s❛t✐❡
❣❡❜❛s❡❡r❞❡ ❜❡♥❛❞❡r✐♥❣ ✇❛❛r❜✐❥ ❡❡♥ r❡❡❦s ❞♦❡❧❢✉♥❝t✐❡s ✇♦r❞t ❣❡❞❡✜♥✐❡❡r❞ ♦♣
❜❛s✐s ✈❛♥ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡ ♣r❡st❛t✐❡❝r✐t❡r✐❛✳ ❉❛❛r♥❛ ✇♦r❞t ❡❡♥ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r
▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ♠❡t ❊①t❡♥❞❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❙❡❧❢ ❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
✭❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✮ ✈♦♦r❣❡st❡❧❞✳ ❍✐❡r❜✐❥ ✇♦r❞t ❤❡t ❡✛❡❝t ✈❛♥ ❞❡ ❣❡✇✐❝❤ts✲
❢❛❝t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡ ▼P❈✲❦♦st❡♥❢✉♥❝t✐❡ ❜❡st✉❞❡❡r❞✱ ✇❛❛r❜✐❥ ③♦✇❡❧ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛❧s
❡①♣♦♥❡♥t✐ë❡❧✲✈❛r✐ër❡♥❞❡ ❣❡✇✐❝❤ts❢❛❝t♦r❡♥ ✇♦r❞❡♥ ❣❡❦♦③❡♥✳ ❱❡r✈♦❧❣❡♥s ✇♦r✲
❞❡♥ t✇❡❡ ❤♦♦❢❞❝♦♥tr♦❧❡♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❛❛♥❣❡♣❛❦t ✇❛❛r❜✐❥ ♠❡❡r❞❡r❡ ❛✉t♦♥♦♠❡
❛❣❡♥t❡♥ ❜❡tr♦❦❦❡♥ ③✐❥♥ ♦♣ ❜❛s✐s ✈❛♥ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡ ❝♦♥tr♦❧❡♣r♦t♦❝♦❧❧❡♥✳ ❈♦♥✲
s❡♥s✉s ❡♥ ❢♦r♠❛t✐❡❝♦♥tr♦❧❡ ✇♦r❞❡♥ ❜❡st✉❞❡❡r❞ ✈♦♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠❡♥
✭❞✐❡ ❣❡♠♦❞❡❧❧❡❡r❞ ✇♦r❞❡♥ ♠❡t ❡♥❦❡❧❡ ❡♥ ❞✉❜❜❡❧❡ ✐♥t❡❣r❛t♦r❞②♥❛♠✐❝❛✮✱ ❞✐t
✐♥ ❛❛♥✇❡③✐❣❤❡✐❞ ✈❛♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ✈❡rst♦r✐♥❣❡♥✳ ❊r ✇♦r❞t ❡❡♥ ♥✐❡✉✇❡ ❛❛♥♣❛❦
✈♦♦r❣❡st❡❧❞ ♦♠ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✐❡ ✈❛♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥ts②st❡♠❡♥ t❡ ♦♥❞❡r③♦❡❦❡♥
♠❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐t❡✐ts❣r❡♥s❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞❡✳

❉❡ ❜❡❧❛♥❣r✐❥❦st❡ ❜✐❥❞r❛❣❡♥ ✈❛♥ ❞✐t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t ③✐❥♥ ❛❧s ✈♦❧❣t✿

• ❚✇❡❡ ❛❢st❡❧❧✐♥❣s❜❡♥❛❞❡r✐♥❣❡♥ ✈♦♦r ❋❖P❉✲❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✇♦r❞❡♥
❜❡st✉❞❡❡r❞✳ ❉❡ ❡❡rst❡ ❜❡♥❛❞❡r✐♥❣ ✐s ❣❡❜❛s❡❡r❞ ♦♣ ❞r✐❡ ♣r❡st❛t✐❡s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐❡s✿ ❢❛s❡♠❛r❣❡✱ ✐s♦✲❞❡♠♣✐♥❣ ❡♥ ❝r♦ss♦✈❡r✲❢r❡q✉❡♥t✐❡✳ ❱❡r✈♦❧❣❡♥s
✇♦r❞t ❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❡s❡❧❡❝t❡❡r❞ ♦♣ ❜❛s✐s ✈❛♥ ❞❡ ♣r❡st❛t✐❡✲
✐♥❞❡①❡♥ ③♦❛❧s ■❆❊ ❡♥ ■❙❊ ✈♦♦r ❡❡♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❢❛s❡♠❛r❣❡ ❡♥ ❝r♦ss♦✈❡r✲
❢r❡q✉❡♥t✐❡✳ ❉❡ t✇❡❡❞❡ ❜❡♥❛❞❡r✐♥❣ ❜❡st❛❛t ✉✐t ❤❡t ❞❡✜♥✐ër❡♥ ✈❛♥ ❡❡♥
s❛♠❡♥❣❡st❡❧❞❡ ❦♦st❡♥❢✉♥❝t✐❡ ♠❡t ♣r❡st❛t✐❡❝r✐t❡r✐❛ ♦♣ ❜❛s✐s ✈❛♥ ❤❡t
t✐❥❞s❛♥t✇♦♦r❞✱ ③♦❛❧s ❞❡ ✐♥st❡❧t✐❥❞✱ ❤❡t ❞♦♦rs❝❤♦t ❡♥ ❞❡ ❜❧✐❥✈❡♥❞❡ ❢♦✉t✳

• ❊❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ r❡❣❡❧✐♥❣ ❣❡❜❛s❡❡r❞ ♦♣ ❞❡ ❊P❙❆❈ ✈♦♦rs♣❡❧✲
❧❡♥❞❡ r❡❣❡❧str❛t❡❣✐❡ ✭❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✮ ✇♦r❞t ✈♦♦r❣❡st❡❧❞ ♦♠ ❞❡
✈♦❧❣♣r❡st❛t✐❡s ❡♥ st♦r✐♥❣s♦♥❞❡r❞r✉❦❦✐♥❣ ✈❛♥ ❤❡t s②st❡❡♠ t❡ ✈❡r✲
❜❡t❡r❡♥ ♠❡t ❜❡❤✉❧♣ ✈❛♥ ❡❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ ❦♦st❡♥❢✉♥❝t✐❡ ✐♥ ❤❡t
▼P❈✲❊P❙❆❈✲❛❧❣♦r✐t♠❡✳ ❱❡r❞❡r ✇♦r❞t ❤❡t ❡✛❡❝t ✈❛♥ ❝♦♥st❛♥t❡
❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐ë❡❧✲✈❛r✐ër❡♥❞❡ ❣❡✇✐❝❤ts❢❛❝t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡ ❦♦st❡♥❢✉♥❝t✐❡ ✈♦♦r
▼P❈✲❊P❙❆❈ ❣❡❛♥❛❧②s❡❡r❞✳

• ❊❡♥ ♥✐❡✉✇ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ P■✲❝♦♥tr♦❧❡♣r♦t♦❝♦❧ ✇♦r❞t ✈♦♦r❣❡st❡❧❞ ✈♦♦r
❞❡ ❛❛♥♣❛❦ ✈❛♥ ❤❡t ❝♦♥s❡♥s✉s✲ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐❡❝♦♥tr♦❧❡♣r♦❜❧❡❡♠ ✈❛♥ ♠✉❧t✐✲



①✈

❛❣❡♥t s②st❡♠❡♥✱ ❣❡♠♦❞❡❧❧❡❡r❞ ♠❡t ❡♥❦❡❧❡ ❡♥ ❞✉❜❜❡❧❡ ✐♥t❡❣r❛t♦r❞②✲
♥❛♠✐❡❦✳ ❉❛❛r♥❛❛st ✐s ❡r ❡❡♥ ♥✐❡✉✇❡ ♠❡t❤♦❞❡ ♦♥t✇✐❦❦❡❧❞ ♦♠ ❞❡ st❛✲
❜✐❧✐t❡✐t ❡♥ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✐❡ ✈❛♥ ❤❡t ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡❡♠ t❡ ❜❡st✉❞❡r❡♥✳
❉❡③❡ ♠❡t❤♦❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡❡rt ❣r❛❢❡♥t❤❡♦r✐❡ ♠❡t ❞❡ st❛❜✐❧✐t❡✐ts❣r❡♥s❧♦❝✉s
t❡❝❤♥✐❡❦ ✐♥ ❤❡t ❢r❡q✉❡♥t✐❡❞♦♠❡✐♥✱ t❡♥❡✐♥❞❡ ❜❡❣r❡♥③✐♥❣❡♥ ♦♣ ❞❡ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r♣❛r❛♠❡t❡rs t❡ ❜❡♣❛❧❡♥ ❞✐❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✐❡ ✈❛♥ ❡❧❦❡ ❛❣❡♥t ♥❛❛r
❞❡ ❢♦r♠❛t✐❡ ✈❡r③❡❦❡r❡♥✳

❉❡ ✐♥❤♦✉❞ ✈❛♥ ❞✐t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t ✇♦r❞t ❛❧s ✈♦❧❣t s❛♠❡♥❣❡✈❛t✿

❍♦♦❢❞st✉❦ ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡❡rt ❞❡ st❛♥❞ ✈❛♥ ③❛❦❡♥ ♦♣ ❤❡t ❣❡❜✐❡❞ ✈❛♥
❯❆❱✴❯●❱ r❡❣❡❧✲ ❡♥ ❝♦♥tr♦❧❡♣r♦❜❧❡♠❡♥ ❞✐❡ ❤❡t ❛❢❣❡❧♦♣❡♥ ❞❡❝❡♥♥✐✉♠ ♠❡t
❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ t❡❝❤♥✐❡❦❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❛❛♥❣❡♣❛❦t✳ ❍❡t ❡❡rst❡ ❞❡❡❧ ❜❡s❝❤r✐❥❢t ❞❡
✇✐s❦✉♥❞✐❣❡ ❜❛s✐s ✈❛♥ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ ❝❛❧❝✉❧✉s t♦❡❣❡♣❛st ✐♥ ❞❡ r❡❣❡❧t❤❡♦r✐❡✳
❍❡t t✇❡❡❞❡ ❞❡❡❧ ❣❡❡❢t ❡❡♥ s❛♠❡♥✈❛tt✐♥❣ ✈❛♥ ❞❡ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡
❜❡♥❛❞❡r✐♥❣❡♥ ♦♠ ❤❡t ❝♦♥tr♦❧❡✲ ❡♥ r❡❣❡❧♣r♦❜❧❡❡♠ ✐♥ ❯❆❱s ♦♣ t❡ ❧♦ss❡♥✳
❍❡t ❞❡r❞❡ ❞❡❡❧ ✐s ❡❡♥ ❧✐t❡r❛t✉✉rst✉❞✐❡ ✈❛♥ ❤❡t ❛❢❣❡❧♦♣❡♥ ❞❡❝❡♥♥✐✉♠ ♠❡t
❜❡tr❡❦❦✐♥❣ t♦t ❝♦♥tr♦❧❡♣r♦❜❧❡♠❡♥ ✐♥ ❯●❱s ❞✐❡ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ ❝♦♥tr♦✲
❧❡t❡❝❤♥✐❡❦❡♥ t♦❡♣❛ss❡♥✳ ❉❡ ✈♦♦r✲❡♥ ♥❛❞❡❧❡♥ ✈❛♥ ❡❧❦❡ t❡❝❤♥✐❡❦ ✇♦r❞❡♥
♦♥❞❡r③♦❝❤t✳

❍♦♦❢❞st✉❦ ✸ ❜❡s❝❤r✐❥❢t ❞❡ ❋❖P❉ ♣❛❞✈♦❧❣❡♥❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞✐❡ ✇❡r❞❡♥
♦♥t✇✐❦❦❡❧❞ ✈♦♦r ❤❡t ❆❘✳❉r♦♥❡✲♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥ st❛t✐s❝❤❡ ♦♠❣❡✈✐♥❣❡♥✳ ❉❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ✈❛♥ ❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ③✐❥♥ ❛❢❣❡st❡❧❞ ♦♣ ❜❛s✐s ✈❛♥ ✈❡rs❝❤✐❧❧❡♥❞❡
❜❡♥❛❞❡r✐♥❣❡♥✱ ③♦❛❧s ❡❡♥ ❝r♦ss♦✈❡r✲❢r❡q✉❡♥t✐❡ ♠❡t❤♦❞❡ ❡♥ ❡❡♥ ♠❡t❤♦❞❡ ♦♣
❜❛s✐s ✈❛♥ ❤❡t P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮✲❛❧❣♦r✐t♠❡✳

❊❡♥ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ r❡❣❡❧✐♥❣ ❣❡❜❛s❡❡r❞ ♦♣ ❞❡ ❊P❙❆❈ ✈♦♦rs♣❡❧❧❡♥❞❡
r❡❣❡❧str❛t❡❣✐❡✱ ♦♠ ❡❡♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❛❞✈♦❧❣✐♥❣ ✈♦♦r ❞❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r t❡
❜❡r❡✐❦❡♥✱ ✇♦r❞t ✈♦♦r❣❡st❡❧❞ ✐♥ ❍♦♦❢❞st✉❦ ✹✳ ❱❡r❞❡r ✇♦r❞t ❤❡t ❡✛❡❝t ✈❛♥
❝♦♥st❛♥t❡ ❡♥ ❡①♣♦♥❡♥t✐ë❡❧✲✈❛r✐ër❡♥❞❡ ❣❡✇✐❝❤ts❢❛❝t♦r❡♥ ✐♥ ❞❡ ❦♦st❡♥❢✉♥❝t✐❡
✈♦♦r ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❣❡❛♥❛❧②s❡❡r❞✳ ❱❡r✈♦❧❣❡♥s ✇♦r❞t ❡❡♥ P❙❖✲❛❧❣♦r✐t♠❡
❣❡❜r✉✐❦t ♦♠ ❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✇❡❣✐♥❣s♠❛tr✐❝❡s t❡ ✈✐♥❞❡♥✱ ❞✐❡ ❛❢❤❛♥❦❡❧✐❥❦ ③✐❥♥ ✈❛♥
❞❡ ❢r❛❝t✐♦♥❡❡❧✲✐♥t❡❣r❛❛❧t❡r♠❡♥ ✭α✱β✮ ✐♥ ❞❡ ❦♦st❡♥❢✉♥❝t✐❡✳ ❉❡ ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡ t❡r✲
♠❡♥ ✇♦r❞❡♥ ❜❡r❡❦❡♥❞ ♠❡t ❞❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❣❡s❧♦t❡♥✲❦r✐♥❣ r❡s♣♦♥s✐❡ t❡r✇✐❥❧ ❡❡♥
❛♥❞❡r❡ ❞♦❡❧❢✉♥❝t✐❡ ❜❡st❛❛♥❞❡ ✉✐t ♣r❡st❛t✐❡✲✐♥❞❡①❡♥✱ ✇♦r❞t ❣❡♠✐♥✐♠❛❧✐s❡❡r❞✳

■♥ ❍♦♦❢❞st✉❦ ✺ ✇♦r❞t ❡❡♥ ♥✐❡✉✇ ❢r❛❝t✐♦♥❡❡❧ ❝♦♥tr♦❧❡♣r♦t♦❝♦❧ ✈♦♦r❣❡st❡❧❞
♦♠ ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t✐❡s♥❡❧❤❡✐❞ ❡♥ r♦❜✉✉st❤❡✐❞ ✈❛♥ ❞❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠❡♥
t✐❥❞❡♥s ❝♦♥s❡♥s✉s❝♦♥tr♦❧❡ ❡♥ ❢♦r♠❛t✐❡❝♦♥tr♦❧❡ t❡ ✈❡r❜❡t❡r❡♥✳ ❱❡r❞❡r ✇♦r❞t
❡❡♥ ✈♦♦r❜❡❡❧❞ ❣❡❣❡✈❡♥ ✈❛♥ ❤♦❡ ❤❡t ❢r❛❝t✐♦♥❡❧❡✲♦r❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧ ❦❛♥ ✇♦r❞❡♥
❛❛♥❣❡♣❛st ❡♥ ❣❡ï♠♣❧❡♠❡♥t❡❡r❞ ✈♦♦r ♠♦❜✐❡❧❡ ❑❤❡♣❡r❛ ■❱✲r♦❜♦ts✳

❍♦♦❢❞st✉❦ ✻ ✈❛t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉s✐❡s ✈❛♥ ❤❡t ♣r♦❡❢s❝❤r✐❢t s❛♠❡♥ ❡♥ s❝❤❡tst ❞❡
r✐❝❤t✐♥❣❡♥ ✈❛♥ t♦❡❦♦♠st✐❣ ♦♥❞❡r③♦❡❦ ♥❛❛r ❛✉t♦♥♦♠❡ ❛❣❡♥t❡♥✳
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❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡s ✭❯❆❱s✮ ❛♥❞ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ●r♦✉♥❞ ❱❡❤✐❝❧❡s
✭❯●❱s✮ ❛r❡ t✇♦ ♠❛✐♥ t②♣❡s ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts t❤❛t ❤❛✈❡ ❛✇❛❦❡♥❡❞
❛❝❛❞❡♠✐❝ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r♦❜♦t✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t②✳ ❚❤❡②
❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐❞❡❛❧ ♣❧❛t❢♦r♠s t❤❛t ❝❛♥ ✇♦r❦ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②
t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦s s✉❝❤ ❛s r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❝♦♠❜❛t✱
r❡s❝✉❡✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❡t❝✳

▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ t❛s❦s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞
✇✐❧❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥ts ✉s✐♥❣ ✐ts ❧✐♠✐t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡s♦✉r❝❡s✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ♠✉st ❡♥s✉r❡ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❤❛t t❤❡ r♦❜♦t ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡
✐ts t❛s❦s ❞❡s♣✐t❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥ts ❞✉❡ t♦ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ♠❛♥✲
✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡
❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ✢✐❣❤t t✐♠❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡
❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥ ❯❆❱ s②st❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✛❡❝t✐✈❡
❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✳

■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ s❡✈❡r❛❧ ♦❢ t❤❡s❡
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✉s✐♥❣ ❛❞✈❛♥❝❡❞ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♠❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢
r♦❜✉st♥❡ss ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞✉r✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞
❡rr♦rs ✐♥ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❤❛s ❛❧❧♦✇❡❞
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡rs✳

■♥ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♦♣♣♦rt✉♥✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ✐♥ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ t❤✐s
t❤❡s✐s ❞❡✈❡❧♦♣s ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ✐♥ ❛ ❞✐✈❡rs✐t② ♦❢ t❡st s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ tr❛❥❡❝t♦r②
❝♦♥tr♦❧✱ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✳

▼♦st ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ Pr♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ■♥t❡❣r❛❧ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭P■❉✮ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r
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Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❋❖P❉✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐♥ st❛t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r s②st❡♠ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts
♦❢ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡❜② ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ❛ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧
❖r❞❡r ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❊①t❡♥❞❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❙❡❧❢ ❆❞❛♣t✐✈❡
❈♦♥tr♦❧ ✭❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✐♥ t❤❡ ▼P❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞✱ ✇❤❡♥ ❝♦♥st❛♥t
♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥✳ ❚❤❡♥✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t
✐♥✈♦❧✈❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s
❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❈♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥✲
st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❢♦r♠ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❚✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t t✉♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳
❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s s✉❝❤
❛s ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥✱ ✐s♦✲❞❛♠♣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳
❚❤❡♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥✲
❞❡①❡s s✉❝❤ ❛s ■❆❊ ❛♥❞ ■❙❊ ❢♦r ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ❛♥❞ ❣❛✐♥
❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡✲
s♣♦♥s❡ s✉❝❤ ❛s s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡✱ ♦✈❡rs❤♦♦t✱ ❛♥❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r✳

• ❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✮ str❛t❡❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥✲
❤❛♥❝❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r ▼P❈✲❊P❙❆❈ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳

• ❆ ♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r P■ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss
t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ♥♦✈❡❧
♠❡t❤♦❞ t♦ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②s✲
t❡♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ st❛✲
❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❞❡r✐✈❡
❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳



①✐①

❚❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

❈❤❛♣t❡r ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ t❤❡
❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s st✉❞✐❡❞ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st
❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ✜rst s❡❝t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡
❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❯❆❱s✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡
✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s
✭❯●❱s✮ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥✲
t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋❖P❉ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥ st❛t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞
❛♥❞ ❛ t✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ t♦ r❡❛❝❤ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡
❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❡✛❡❝t
♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❚❤❡♥✱ ❛ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠s
✭α✱β✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s✳

■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❛ ♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣
❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❑❤❡♣❡r❛
■❱ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts✳
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◆♦t❛t✐♦♥ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❆❊❉ ❆✉t♦♠❛t❡❞ ❊①t❡r♥❛❧ ❉❡✜❜r✐❧❧❛t♦r
❈❆❘■▼❆ ❈♦♥tr♦❧❧❡❞ ❆✉t♦r❡❣r❡ss✐✈❡ ■♥t❡❣r❛t❡❞ ▼♦✈✐♥❣ ❆✈✲

❡r❛❣❡
❈❘❇ ❈♦♠♣❧❡① ❘♦♦t ❇♦✉♥❞❛r②
❈❘❖◆❊ ❈♦♠♠❛♥❞❡ ❘♦❜✉st❡ ❞✬❖r❞r❡ ◆♦♥ ❊♥t✐❡r
❉❙▼❖ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❙❧✐❞✐♥❣✲▼♦❞❡ ❖❜s❡r✈❡r
❉❋❖❋❚❈ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❋✐♥✐t❡✲❚✐♠❡ ❈♦♥✲

tr♦❧
❊P❙❆❈ ❊①t❡♥❞❡❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❙❡❧❢✲❆❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
❊❙❈ ❊①tr❡♠✉♠ ❙❡❡❦✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧❧❡r
❋■❘ ❋✐♥✐t❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡
❋❖▼P❈ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
❋❖●P❈ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
❋❖❈ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧
❋❖❈❋ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❧t❡rs
❋❖P■❉ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧✲

❉❡r✐✈❛t✐✈❡
❋❖❊❙❈ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❊①tr❡♠✉♠ ❙❡❡❦✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧❧❡r
❋❚❈ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧
❋❉❉ ❋❛✉❧t ❉❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❉✐❛❣♥♦s✐s
❋❖P❚❉ ❋✐rst ❖r❞❡r P❧✉s ❚✐♠❡ ❉❡❧❛②
❋❖❉ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❉❡r✐✈❛t✐✈❡
❋❖■ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ■♥t❡❣r❛t♦r
❋❖P■ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧
❋❖❙▼❈ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ❈♦♥tr♦❧
❋❖❚❙▼❈ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❚❡r♠✐♥❛❧ ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ❈♦♥tr♦❧

❋❖P❋ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧ ❋✐❡❧❞
●❆ ●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠
■❆❊ ■♥t❡❣r❛❧ ❆❜s♦❧✉t❡ ❊rr♦r
■❚❆❊ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ▼✉❧t✐♣❧② ❆❜s♦❧✉t❡ ❊rr♦r
■❖❈ ■♥t❡❣❡r ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧
■❙❊ ■♥t❡❣r❛❧ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r
■❙❯ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙q✉❛r❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙✐❣♥❛❧
■❚❙❊ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ ❚✐♠❡ ▼✉❧t✐♣❧② ❙q✉❛r❡❞ ❊rr♦r



①①✐✐ ▲✐st ♦❢ ❆❝r♦♥②♠s

■❙❈■ ■♥t❡❣r❛❧ ❙q✉❛r❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ■♥♣✉t
■❖P■❉ ■♥t❡❣❡r ❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧✲❉❡r✐✈❛t✐✈❡
■❖P❉ ■♥t❡❣❡r ❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲❉❡r✐✈❛t✐✈❡
■❖P■ ■♥t❡❣❡r ❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧
■❖●P❈ ■♥t❡❣❡r ❖r❞❡r ●❡♥❡r❛❧✐③❡❞ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
■❖❙▼❈ ■♥t❡❣❡r ❖r❞❡r ❙❧✐❞✐♥❣ ▼♦❞❡ ❈♦♥tr♦❧
■❖P❋ ■♥t❡❣❡r ❖r❞❡r P♦t❡♥t✐❛❧ ❋✐❡❧❞
▲❚■ ▲✐♥❡❛r ❚✐♠❡ ■♥✈❛r✐❛♥t
▲▼❘ ▲❡❣❣❡❞ ▼♦❜✐❧❡ ❘♦❜♦t
▼P❈ ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧
▼❆❙ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠
▼❖❖ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
▼❖❇❆ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ❇❛t ❆❧❣♦r✐t❤♠
▼❖●❆ ▼✉❧t✐✲❖❜❥❡❝t✐✈❡ ●❡♥❡t✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠
P■❉ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧✲❉❡r✐✈❛t✐✈❡
P❘❇❙ Ps❡✉❞♦✲❘❛♥❞♦♠ ❇✐♥❛r② ❙✐❣♥❛❧
P❙❖ P❛rt✐❝❧❡ ❙✇❛r♠ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
P❲▼ P✉❧s❡✲❲✐❞t❤ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
❘✲▲ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡
❘❘❇ ❘❡❛❧ ❘♦♦t ❇♦✉♥❞❛r②
❙❙❊ ❙t❡❛❞②✲❙t❛t❡ ❊rr♦r
❯❆❱ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡
❯●❱ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ●r♦✉♥❞ ❱❡❤✐❝❧❡
❱✲❘❊P ❱✐rt✉❛❧ ❘♦❜♦t ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ P❧❛t❢♦r♠
❲▼❘ ❲❤❡❡❧❡❞ ▼♦❜✐❧❡ ❘♦❜♦t
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❙②♠❜♦❧ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

aD
α
t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡

aD
−α
t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥

Γ(·) ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥
s ❝♦♠♣❧❡① ✈❛r✐❛❜❧❡ ✉s❡❞ ✐♥ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠
kp ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥
ki ✐♥t❡❣r❛❧ ❣❛✐♥
kd ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❣❛✐♥
Ti ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡
Td ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t✐♠❡
Tf ✜❧t❡r t✐♠❡ t❡r♠
sign s✐❣♥ ❢✉♥❝t✐♦♥
ǫ0 ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②
Frep r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡
Fatt ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡
Vb ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡
‖v‖ ♥♦r♠ ♦❢ v
‖v‖∞ ✐♥✜♥✐t② ♥♦r♠ ♦❢ v
|(·)| ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ (·)
eθ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡rr♦r
ev ✈❡❧♦❝✐t② ❡rr♦r
V xin ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞ ❢♦r x ♣♦s✐t✐♦♥
V yin ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞ ❢♦r y ♣♦s✐t✐♦♥
V zin ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞ ❢♦r z ♣♦s✐t✐♦♥
V ψin ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞ ❢♦r ψ ❛♥❣❧❡
R s❡t ♦❢ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs
∇ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ♥❛❜❧❛ ♦♣❡r❛t♦r
ωgc ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
φm ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥
→ ❛❧♠♦st s✉r❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
X ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s
N ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜❧t❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t
%OS ♦✈❡rs❤♦♦t ♣❡r❝❡♥t❛❣❡
Ts s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡
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Np ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s
Tmax ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
N1 ♠✐♥✐♠✉♥ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥
N2 ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥
Nu ❝♦♥tr♦❧ ❤♦r✐③♦♥
Ns ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s
w(t+ k|t) ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ s❡t♣♦✐♥t✱ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t
y(t+ k|t) ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✱ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t
u(t+ k|t) ❢✉t✉r❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t✱ ✇✐t❤ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t✐♠❡ t
Q ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r
P ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts
Υ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r
Ω ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐① ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts
In×n (n× n) ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐①
αIba(·) ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r
(·)T tr❛♥s♣♦s❡ ♦❢ (·)
(A)ij ❡❧❡♠❡♥t ij ♦❢ ♠❛tr✐① A

deg(vi) ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ✈❡rt❡① vi
(v)i ith ✲ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ✈❡❝t♦r v
L ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐①
⊆ s✉❜s❡t
1 ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛❧❧ ❡♥tr✐❡s ❡q✉❛❧ t♦ ♦♥❡
Eα,β(·) ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
E
(k)
1,1+αk(·) kth ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
diag(x1, . . . , xn) ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts ❡q✉❛❧ t♦ x1, . . . , xn
V s❡t ♦❢ ✈❡rt✐❝❡s ♦❢ ❛ ❣r❛♣❤ G
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✶✳✶ Pr♦❜❧❡♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❖✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts s✉❝❤ ❛s ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡✲
❤✐❝❧❡s ✭❯❆❱s✮ ❛♥❞ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❯●❱s✮ ❤❛✈❡ ❛ttr❛❝t❡❞ t❤❡
s❝❤♦❧❛r ❛♥❞ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✐♥t❡r❡st ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r♦❜♦t✐❝s ❝♦♠♠✉♥✐t② ❛s t❤❡ r❡❛❧
❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②✱
❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ♠✐❧✐t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♠❡❞✐❝❛❧ s❡r✈✐❝❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✱ r❡s❝✉❡✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❡t❝ ❬✶✷❪✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣
t❛s❦ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥❡✉✈❡r✐♥❣ ❛ ❢❛st ❛♥❞ r♦❜✉st ❝♦♥tr♦❧
str✉❝t✉r❡ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❜✉t ❛❧s♦ t♦ ♣r❡s❡r✈❡ st❛❜✐❧✐t②✳

▼♦st ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①✱ ✉♥❦♥♦✇♥✱ ❛♥❞ ❝❤❛❧✲
❧❡♥❣✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ✉s✐♥❣ t❤❡✐r ❧✐♠✐t❡❞ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ r❡✲
s♦✉r❝❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ♠✉st ❡♥s✉r❡ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡ t❤❛t t❤❡
r♦❜♦t ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ ✐ts t❛s❦s ❞❡s♣✐t❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❡✈❡♥ts ❞✉❡ t♦ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐✲
❛t✐♦♥s✱ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛♠♦♥❣
♦t❤❡rs❬✶✸❪✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐♥ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s
✭▼❆❙s✮✱ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t s❤❛r❡s ❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡✐r ♥❡✐❣❤❜♦rs
t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❬✶✹❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❛t
t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛❣❡♥ts ✇♦r❦ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ r❡❛❝❤ ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥
✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ✐♥ ❛ ❢❛st ❛♥❞ r♦❜✉st ✇❛②✱ ❣✉❛r❛♥t❡❡✐♥❣ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢
t❤❡ ❣r♦✉♣✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✉❝❤ ❛s✿ ✢♦❝❦✐♥❣✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✱
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❡t❝✳❬✶✺❪✳

❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤✐s ❞✐ss❡rt❛t✐♦♥ ❝♦♥❝❡r♥s ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉✲
t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡
❢♦❝✉s ♦♥ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛s t❤❡
❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ ❢♦r ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s✳ ❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡
t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts
✉s✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♦r②✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ r♦❜✉st♥❡ss✱
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❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐♥t❡❣❡r ❝❛❧❝✉❧✉s✳

✶✳✷ ▼♦t✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❖❜❥❡❝t✐✈❡s

■♥ ✐♥❞✉str② ❛♥❞ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✱ r♦❜♦ts ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❛ss✐st ❤✉♠❛♥s
✐♥ ❞❛♥❣❡r♦✉s t❛s❦s✱ ❛❝❝❡ss ❤❛r❞✲t♦✲r❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✇♦r❦✳ ❯♥✲
♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ r♦❜♦ts✱
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦r ❝♦st❧② t♦ ❛❝✲
❝♦♠♣❧✐s❤✳ ❚❤❡s❡ r♦❜♦ts ❛r❡ ✉❧t✐♠❛t❡ ❛❣❡♥ts ❢♦r s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ s❡❛r❝❤ ❛♥❞
r❡s❝✉❡ ✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ✢❡①✐❜✐❧✐t② ❛♥❞ s✉♣❡r✐♦r ♠♦❜✐❧✲
✐t②✳

❆❧t❤♦✉❣❤ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ r♦❜♦ts ✐s ✈❡r② s✉❝❝❡ss❢✉❧ t♦❞❛②✱ t❤❡
r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐s st✐❧❧ ✇♦r❦✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝✲
t✉r❡s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭❡✳❣✳ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ✢✐❣❤t t✐♠❡ ❢♦r ❯❆❱s✮✱
r♦❜✉st♥❡ss✱ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r♦❜♦ts✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ♥❡✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛r❡
❡♠❡r❣✐♥❣ ❡✈❡r② ❞❛② ❛♥❞ ✇✐t❤ t❤❡♠ ♥❡✇ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛❧❧♦✇s ❛
❜❡tt❡r t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ❛♥❞ ❛ ❜❡tt❡r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❞❞❡♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❚❤✐s
✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡①tr❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❛❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛❞❞ ❛♥ ❡①tr❛ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❛♥❞ t❤❡ ❣♦♦❞♥❡ss ♦❢ ✜t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣
♣r♦❝❡ss ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❝♦✉♥t❡r✲❛❝t❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
♦❢ ♠❡♠♦r② ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥
♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ s❧♦✇ ❞②♥❛♠✐❝ ❞✐✛✉s✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✭s♦♠❡ ♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡s
❢r♦♠ ❜❡❢♦r❡ ❛r❡ ❛❧s♦✿ ❝r♦✇❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② s✐t✉❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❡✈❛❝✉❛t✐♦♥
❢r♦♠ ♠✉s❡✉♠✱ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ♦❢ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✜r❡ ✜❣❤t✐♥❣✱ ✇❛t❡r
❞✐str✐❜✉t♦rs✱ ❡t❝✮✳

❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r
♦r❞❡rs✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱
r♦❜✉st♥❡ss✱ ❛♥❞ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s r♦❜♦ts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧
♣r♦t♦❝♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♦r② ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❋♦r t❤❡s❡ r❡❛✲
s♦♥s✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ st❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ st✉❞②
♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts✿

• t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ✐ts ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❛t✐♦♥ ✭❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♦r②✳ ❆❝✲
❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s✱ t❤❡ ❡①tr❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇
✉s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts✳

• t♦ st✉❞② t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❆♥❞



✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✸

♣❡r❢♦r♠ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s
♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▼P❈✳

• t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s
❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts✳ ❚❤✐s
❧❡❛❞s ✉s t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ♥❡✇ ❢♦r♠ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t s②st❡♠s ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r②
❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞✳

❚❤✐s t❤❡s✐s ♣r❡s❡♥ts ♦r✐❣✐♥❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

✶✳✸ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s

❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s t❤❛t ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛r❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱
❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱
❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐❛❣✲
♥♦s✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ str❡♥❣t❤s ❛♥❞
❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

• ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t✉♥❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ♣❤❛s❡
♠❛r❣✐♥✱ ✐s♦✲❞❛♠♣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✱ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥✲
❞❡①❡s s✉❝❤ ❛s ■❆❊ ❛♥❞ ■❙❊ ❢♦r ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ❛♥❞ ❣❛✐♥
❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ t❡♠♣♦r❛❧ r❡✲
s♣♦♥s❡ s✉❝❤ ❛s s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡✱ ♦✈❡rs❤♦♦t✱ ❛♥❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r✳ ❚❤❡
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st s❤♦✇s t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡
❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ♦t❤❡r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

• ❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥
s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✮ str❛t❡❣② ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❡♥✲
❤❛♥❝❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②s✲
t❡♠ ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡①♣♦✲
♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
▼P❈✲❊P❙❆❈ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s
❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✭α✱β✮
❢♦r ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞ ✭λ✱γ✮ ❢♦r ▼P❈✲❊P❙❆❈✳ ❚❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢
t❤❡ ❋❖▼P❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✈❡r✐✜❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧
▼P❈✲❊P❙❆❈ ♠❡t❤♦❞✳



✹ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

• ❆ ♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r P■ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡
❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ♠♦❞✲
❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ♥♦✈❡❧
♠❡t❤♦❞ t♦ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❆❙ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✳
❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦✲
❝✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t❡st s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r
❝♦♥tr♦❧ ❡♥❤❛♥❝❡s t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡s
t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳

✶✳✹ ❖✉t❧✐♥❡s

❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

❈❤❛♣t❡r ✷ ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢
t❤❡ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ✜rst ♣❛rt ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞
♦♥❡ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ✉♥♠❛♥♥❡❞
❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳
❚❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ ❡❛❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳ ❚❤✐s
❝❤❛♣t❡r ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤❛t ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ t✉♥✐♥❣ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛s ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞
t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s s✉❝❤ ❛s ✇✐♥❞
❣✉sts✱ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❡t❝✳

❈❤❛♣t❡r ✸ ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❋❖P❉ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ♣❧❛t❢♦r♠ ✐♥ st❛t✐❝ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs
❛r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r
♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ t✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮
❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚✇♦ t❡st s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r
✉s✐♥❣ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✮ str❛t❡❣②✱ t♦ r❡❛❝❤ ♦♣t✐♠❛❧
♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡



✶✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✺

♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠s
✭α✱β✮ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s✳

❈❤❛♣t❡r ✺ ♣r❡s❡♥ts ❛ ♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ❞✉r✐♥❣
❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛s ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ ❤♦✇ t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ❑❤❡♣❡r❛ ■❱
♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

❈❤❛♣t❡r ✻ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s ❛♥❞ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s ❢♦r ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞✳

✶✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s

❏♦✉r♥❛❧ ❛rt✐❝❧❡s

❆✶

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ▼✳ ●✉✐♥❛❧❞♦✱ ❊✳ ❋❛❜r❡❣❛s✱ ❙✳ ❉♦r♠✐❞♦✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡
❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐❛❣❡♥t
❙②st❡♠s ❯s✐♥❣ ❛ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡✱✧ ✐♥
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✷✶✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❚✳ ❚✳ ▼❛❝✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳
✧❆ ❙✉r✈❡② ♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❯♥♠❛♥♥❡❞
❆❡r✐❛❧ ❛♥❞ ●r♦✉♥❞ ❱❡❤✐❝❧❡s✱✧ ✐♥ ■❊❊❊ ❆❝❝❡ss✱ ✷✵✶✾✱ ✼✱ ♣♣✳ ✻✻✽✻✹✲
✻✻✽✼✽✳

• ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ▼✳ ●❤✐t❛✱ ▼✳ ●❤✐t❛✱ ❉✳ ❈♦♣♦t✳ ✧❆
❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st✱ ♣r✐♦r✐t✐③❡❞✱ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❝②❜❡r ♣❤②s✐❝❛❧ s②st❡♠s✧ ■❊❊❊ ❆❝❝❡ss✱
✷✵✷✵✱ ✽✱ ♣♣✳ ✶✷✽✶✺✷✲✶✷✽✶✻✻✳

• ❚✳ ▼❛❝✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❘✳ ❈❛❥♦✳ ✧❚♦✇❛r❞s ❆♥ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ▲❛♥❞✐♥❣
❙②st❡♠ ✐♥ Pr❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❯♥❝❡rt❛✐♥ ❖❜st❛❝❧❡s ✐♥ ■♥❞♦♦r ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱✧
✐♥ ❆❝t❛ P♦❧②t❡❝❤♥✐❝❛ ❍✉♥❣❛r✐❝❛✱ ✷✵✷✶✱ ✶✽✱ ♣♣✳ ✶✾✼✲✷✷✵✳

• ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❚❤❡ P♦t❡♥t✐❛❧ ♦❢
❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❉✐str✐❜✉t❡❞ ▼P❈ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙t❡❛♠✴❲❛t❡r ▲♦♦♣ ✐♥
▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡ ❙❤✐♣s✧✳ Pr♦❝❡ss❡s✱ ✷✵✷✵✱ ✽✱ ✹✺✶✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ▼✳ ●❤✐t❛✱ ❉✳ ❈♦♣♦t✱ ■✳ ❘✳ ❇✐rs✱ ❈✳ ▼✉r❡s❛♥✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳
✧❈♦♥t❡①t ❆✇❛r❡ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s✿ ❆♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s P❡r✲
s♣❡❝t✐✈❡✱✧ ✐♥ ■❊❊❊ ❆❝❝❡ss✱ ✈♦❧✳ ✽✱ ♣♣✳ ✷✶✺✺✺✵✲✷✶✺✺✻✾✱ ✷✵✷✵✳



✻ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

• ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ❈✳ ❋✳ ❈❛r✉♥t✉✱ ❘✳ ❈❛❥♦✱ ▼✳ ●❤✐t❛✱ ●✳ ❈r❡✈❡❝♦❡✉r✱ ❈✳
❈♦♣♦t✳ ✧▼✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣
t❡r♠ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✿ ❛ ✇✐♥❞ ❢❛r♠ ❝❛s❡ st✉❞②✧✱Pr♦❝❡ss❡s✱ ✷✵✶✾✱ ✼✱ ✶✶✳

❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♣❛♣❡rs
P✶

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❚✳ ▼✳ ❚❤✐✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳
✧▼✉❧t✐♣❧❡ ❯❆❱s ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❊♠❡r❣❡♥❝② ❊q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ▼❡❞✐❝✐♥❡s
❉❡❧✐✈❡r② ❇❛s❡❞ ♦♥ ❖♣t✐♠❛❧ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧❧❡rs✧✳ ■♥ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s ✭❙▼❈✮✱
❇❛r✐✱ ■t❛❧②✱ ♣♣✳ ✸✶✽✲✸✷✸✱ ✷✵✶✾✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❉✳ P❧❛③❛✳ ✧❋r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r P❉ P❛t❤✲❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛♥ ❆❘✳ ❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r✧✳
■♥ ■❊❊❊ ✶✷t❤ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥✲
t❡❧❧✐❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ✭❙❆❈■✮✱ ❚✐♠✐s♦❛r❛✱ ❘♦♠❛♥✐❛✱ ♣♣✳ ✷✾✶✲✷✾✻✱
✷✵✶✽✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❉✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙❡❝♦♥❞✲❖r❞❡r ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✿ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧
■♥t❡❣r❛❧ ❆❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥s❡♥s✉s✧✳ ■♥ ✸✾t❤ ❈❤✐♥❡s❡ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
✭❈❈❈✮✱ ❙❤❡♥②❛♥❣✱ ❈❤✐♥❛✱ ♣♣✳ ✹✻✺✷✲✹✻✺✼✱ ✷✵✷✵✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ✧❆ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡
q✉❛❞r♦t♦r✧✳ ■♥ ❈♦♥tr♦❧♦ ✷✵✷✵✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✲
✐♥❣✱ ✷✵✷✵✱ ✻✾✺✱ ♣♣✳ ✺✷✽✲✺✸✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✳

• ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❙✳ ▲✐✉✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧◆♦♥❧✐♥✲
❡❛r Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❙t❡❛♠✴❲❛t❡r ▲♦♦♣ ✐♥ ▲❛r❣❡ ❙❝❛❧❡
❙❤✐♣s✧✳ ■♥ ✶✷t❤ ■❋❆❈ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❉②♥❛♠✐❝s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ Pr♦❝❡ss
❙②st❡♠s✱ ❋❧♦r✐❛♥ó♣♦❧✐s✱ ❇r❛③✐❧✱ ♣♣✳ ✽✻✽✲✽✼✸✱ ✷✵✶✾✳

• ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❙✳ ▲✐✉✱ ❉✳
P❧❛③❛✳ ✧❆ ❘♦❜✉st P■❉ ❆✉t♦t✉♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❇❡♥❝❤✲
♠❛r❦ P■❉✶✽✧✳ ■♥ ✸r❞ ■❋❆❈ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲
■♥t❡❣r❛❧✲❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✱ ●❤❡♥t✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ♣♣✳ ✺✷✶✲✺✷✻✱ ✷✵✶✽✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❙✳ ▲✐✉✳
✧■▼❈ ❜❛s❡❞ P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❇❡♥❝❤♠❛r❦ P■❉ ✶✽✧✳ ■♥
✸r❞ ■❋❆❈ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥ Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧✲❉❡r✐✈❛t✐✈❡
❈♦♥tr♦❧✱ ●❤❡♥t✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ♣♣✳ ✼✷✽✲✼✸✷✱ ✷✵✶✽✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❈✳ ■✳ ▼✉r❡s❛♥✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❉✳ P❧❛③❛✳
✧▼✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r P■ ❛✉t♦t✉♥✐♥❣ ♠❡t❤♦❞ ❢♦r ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✧✳ ■♥ ✸r❞ ■❋❆❈ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❆❞✈❛♥❝❡s ✐♥
Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧✲❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧✱ ●❤❡♥t✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ♣♣✳ ✽✻✺✲
✽✼✵✱ ✷✵✶✽✳



✶✳✺ P✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ✼

• ❊✳ ❋❡r♥❛♥❞❡③✱ ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❲✳■✳ ❆❧❛♠❛✱ ✧P■❉ ❚✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❈❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❛♥❞ ▼❡t❛✲❤❡✉r✐st✐❝ ❆❧❣♦r✐t❤♠s✿ ❆ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥✧✳
■♥ ■❊❊❊ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❘❡s❡❛r❝❤ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ✭❊■❘❈❖◆✮✱
▲✐♠❛✱ P❡r✉✱ ♣♣✳ ✶✲✹✱ ✷✵✷✵✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❇❡♥❣❡❛✱ ❘✳ ❇❡❝❦✱ ◆✳ ❉✇❡❦✱ ❏✳ ▼❡s❦❡♥s✱ ❙✉❞❛rs❛♥ ❑✳
❱❡♥❦❛t❡s❛♥✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❈♦♥t❡①t ❛♥❞
❉r✐✈❡r ❉❡♣❡♥❞❡♥t ❍②❜r✐❞ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❱❡❤✐❝❧❡ ❖♣❡r❛t✐♦♥✧✳ ■♥ ✸r❞ ■❋❆❈
❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈②❜❡r✲P❤②s✐❝❛❧ ✫ ❍✉♠❛♥✲❙②st❡♠s✱ ❇❡✐❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❛✱ ♣♣✳
✻✱ ✷✵✷✵✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❋✳ ❈✉✈❡❧✐❡r✱ ❙✳ ▲❡❢❡❜✈r❡✱ ❇✳ ▲❡✐r❡♥s✱ ❏✳ ❏✉❝❤❡♠✱
❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❊✛❡❝t ♦❢ ❙♦❝✐❛❧ ❉✐st❛♥❝✐♥❣ ❢♦r ❖✣❝❡ ▲❛♥❞s❝❛♣❡ ♦♥ t❤❡
❊r❣♦♥♦♠✐❝ ■❧❧✉♠✐♥❛t✐♦♥✧✳ ■♥ ✸r❞ ■❋❆❈ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈②❜❡r✲P❤②s✐❝❛❧
✫ ❍✉♠❛♥✲❙②st❡♠s✱ ❇❡✐❥✐♥❣✱ ❈❤✐♥❛✱ ♣♣✳ ✻✱ ✷✵✷✵✳

❈✸

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❚✳ ▼❛❝ ❚❤✐✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳
■♦♥❡s❝✉✱ ✧❉r♦♥❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❡♠❡r❣❡♥❝② ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞
♠❡❞✐❝✐♥❡s ❞❡❧✐✈❡r② ❜❛s❡❞ ♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✧✳ ■♥ ❋❊❆❘❙ ✷✵✶✾✳
❇♦♦❦ ♦❢ ❛❜str❛❝ts✱ ●❤❡♥t✱ ❇❡❧❣✐✉♠✱ ♣♣✳ ✸✵✲✸✶✱ ✷✵✶✾✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ✧❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r
P■ ❆✉t♦t✉♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞ ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠✧✳ ■♥ ✸✼t❤
❇❡♥❡❧✉① ▼❡❡t✐♥❣ ♦♥ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❈♦♥tr♦❧✱ ❙♦❡st❡r❜❡r❣✱ ◆❡t❤❡r❧❛♥❞s✱
♣✳ ✹✶✱ ✷✵✶✽✳
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❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ✐s t❤❡ r♦✲
❜✉st♥❡ss t♦ ♦♣❡r❛t❡ ✇✐t❤♦✉t ❤✉♠❛♥ ✐♥t❡r✈❡♥t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳❉✉❡ t♦ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥✲
tr♦❧ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
❛❣❡♥ts ♠♦st st✉❞✐❡❞ ❛r❡ t❤❡ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❯❆❱s✮ ❛♥❞ ✉♥♠❛♥♥❡❞
❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❯●❱s✮✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛s r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ♦♥ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s
♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡ ♦♥
tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ str❡♥❣t❤s ❛♥❞
❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳

✷✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s ✐s ❣r♦✇✐♥❣ r❛♣✐❞❧② ❞✉❡
t♦ t❤❡✐r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✐♥ ✉s❛❣❡ ❢♦r ❛ ❝♦✉♥t❧❡ss ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❯❆❱s ❛r❡
s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♣❡r❢♦r♠ ✐♠♣♦rt❛♥t t❛s❦s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ r❡❝♦♥✲
♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❛❧ ✐♠❛❣✐♥❣✱ s❡❛r❝❤ ❛♥❞ r❡s❝✉❡✱ ❡t❝ ❬✶✻✱ ✶✼❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡
♠❛♥② t②♣❡s ♦❢ ❯❆❱s ✉s❡❞ ✐♥ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s s✐♥❣❧❡ r♦t♦r ❤❡❧✐✲
❝♦♣t❡rs✱ ♠✉❧t✐ r♦t♦r✲❝r❛❢ts✱ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ♣❧❛♥❡s✱ ❛♥❞ ❤②❜r✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ❬✶✽❪✳
❊❛❝❤ ♣❧❛t❢♦r♠ ❤❛s ✐ts ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ❞✐s❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱
❯●❱s ❛❧s♦ ❤❛✈❡ ❛r✐s❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❡sts ♦❢ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❛♥❞ ♦r❣❛♥✐③❛t✐♦♥s✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ♠✐❧✐t❛r②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✶✾✻✵s ❬✶✾❪✳ ❚❤✐s ❤❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ t❤❡ ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ❯●❱s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ✐♥ ✇❤❡❡❧❡❞
♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✭❲▼❘s✮ ❛♥❞ ❧❡❣❣❡❞ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✭▲▼❘s✮ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
❧♦❝♦♠♦t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳ ❈✉rr❡♥t❧②✱ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s ❜♦t❤ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧② ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s✉r✈❡✐❧✲
❧❛♥❝❡✱ ❝♦♠❜❛t✱ r❡s❝✉❡✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❡t❝ ❬✷✵❪✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
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✐♥ ✇❤✐❝❤ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s ❛r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧ ❤❛s ♦❝❝✉rr❡❞✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t②
❤❛s ❛❞❞r❡ss❡❞ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯❆❱s ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧
✭■❖❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❡✳❣ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ❬✷✶✕✷✻❪✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❬✷✼✕✸✶❪✱
♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❬✸✷✕✸✼❪✱ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✸✽✕✹✷❪✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❬✹✸✕✹✼❪✱
❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❚❈✮ ❬✹✽✕✺✷❪✱ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✭❋❉❉✮
❬✺✸✕✺✼❪✱ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❬✺✽✕✻✷❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐ss✉❡s ✇❤✐❝❤
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❯●❱s ❛r❡✿ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ❬✻✸✕✻✼❪✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣
❬✻✽✕✼✷❪✱ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❬✼✸✕✼✼❪✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❬✼✽✕✽✷❪✱ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t
❝♦♥tr♦❧ ✭❋❚❈✮ ❬✽✸✕✽✼❪✱ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ✭❋❉❉✮ ❬✽✽✕✾✵❪✱ ❛♥❞
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❬✾✶✕✾✸❪✳

▼❛♥② s❝✐❡♥t✐sts ❛r❡ ✇✐❞❡❧② ✉s✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ♠♦r❡
r♦❜✉st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ ♠❛♥② ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s s♦♠❡ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❡r✈♦✲
♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ ✇❛t❡r t❛♥❦ s②st❡♠✱ ❛♥❞ ♦t❤❡r ✐♥❞✉str✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❬✾✹✕✾✾❪✳
❈♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r
❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛✈❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ♠♦r❡ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❯❆❱s
❛♥❞ ❯●❱s s②st❡♠ ✐♥ t❡r♠ ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ❞✉r✐♥❣ ✇✐♥❞ ❣✉sts✱
♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❬✻✱ ✶✵✵✕✶✵✷❪✳
❇❡❝❛✉s❡ ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❝♦♥str❛✐♥ts t♦
t✉♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs s✉❝❤ ❛s ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✱ ❝♦♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛r② s❡♥s✐t✐✈✐t②✱ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝②✱ ❛♥❞ ✐s♦❞❛♠♣✐♥❣ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❆❞❞✐t✐♦♥✲
❛❧❧②✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❝♦♥✜❣✉r❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝②
r❡s♣♦♥s❡ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ❛♥❞ ❣❡t t❤❡ ❇♦❞❡ ✐❞❡❛❧ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❬✶✵✸❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❤✐❣❤❧✐❣❤t t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✇♦r❦ ✉s✐♥❣ t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛s t❤❡ ❜❡st s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✲
tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉✲
❧✉s ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐♥❞❡①❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛♥❞ s❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ ❢✉t✉r❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
❢♦r ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✳

✷✳✷ ❇❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❈❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❝♦♥✲

tr♦❧

❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣❡r✲
❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ♦r❞❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❧❛st ❞❡❝❛❞❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❛r❡❛s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✭♠♦❞❡❧✐♥❣✱ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❛♥❞ ❞②♥❛♠✐❝ s②s✲
t❡♠s✱ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣✱ ❡t❝✳✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♦r②
❬✶✵✹✕✶✵✽❪✳



✷✳✷ ❇❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❈❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✶✶

✷✳✷✳✶ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s

❚❤r❡❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ✉s❡❞ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✐♥
t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ●rü♥✇❛❧❞✲▲❡t♥✐❦♦✈✱ ❘✐❡♠❛♥♥✲
▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❛♥❞ ❈❛♣✉t♦ ❬✶✵✾✱ ✶✶✵❪✳

✷✳✷✳✶✳✶ ●rü♥✇❛❧❞✲▲❡t♥✐❦♦✈ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡❞ ●rü♥✇❛❧❞✲▲❡t♥✐❦♦✈ ✭●✲▲✮ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Dαf(t)|t=kh = lim
h→0+

1

hα

k
∑

j=0

(−1)j
(

α

j

)

f(kh− jh) ✭✷✳✶✮

✇❤❡r❡ h ∈ R
+ ❛♥❞ α > 0✳ ❚❤❡ ❜✐♥♦♠✐❛❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t

(

α
j

)

✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
(

α

j

)

=
Γ(α+ 1)

Γ(j + 1)Γ(α− j + 1)
✭✷✳✷✮

Γ(.) ✐s t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

Γ(n) =

∫ ∞

0

tn−1e−tdt ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ●✲▲ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞
✐t ✐s ♣r✐♠❛r✐❧② ✉s❡❞ ✐♥ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧
❡q✉❛t✐♦♥s ❬✾✹✱ ✶✶✶❪✳

✷✳✷✳✶✳✷ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ✭❘✲▲✮ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s✿

aD
α
t =

1

Γ(n− α)

(

d

dt

)n ∫ t

a

f(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ ✭✷✳✹✮

✇❤❡r❡ α ✐s ❛ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡✱ n ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ n−1 < α < n✱
t ❛♥❞ a ❛r❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❘✲▲ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐t
✐s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❢♦r ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ s✐♠♣❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✭et✱ tb✱
cos(t)✱ ❡t❝✳✮ ❬✶✶✷❪✳

✷✳✷✳✶✳✸ ❈❛♣✉t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥

❚❤❡ ❈❛♣✉t♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C
aD

α
t =

1

Γ(n− α)

∫ t

a

f (n)(τ)

(t− τ)α−n+1
dτ ✭✷✳✺✮



✶✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

✇❤❡r❡✱ f (n) ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ nt❤ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ f(t)✱ α ✐s ❛ r❡❛❧
✈❛❧✉❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ n−1 < α < n✱ t ❛♥❞ a ❛r❡ t❤❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✳

❚❤❡ ❈❛♣✉t♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❤❛s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ❘✲▲ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r s✉❝❤ ❛s y(0)✱ ẏ(0)✱ ✇❤✐❝❤
❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❬✶✶✷❪✳

❚❤❡ t❤r❡❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ●✲▲ ❛♥❞ ❈❛♣✉t♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡✐r ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ❈❛♣✉t♦ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s ✉s❡❞ ❜❡✲
❝❛✉s❡ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ●✲▲ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r ✐ts ❞✐s❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ●✲▲ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞✐♥❣
t❤❡ ♦♣❡r❛t♦r ♦♥❡ s❛♠♣❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❣❡t ❛ ♠♦❞❡❧ ✇❤❡r❡ x((k+1)T ) ❛♣♣❡❛rs✳
✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t

Dαx(kT ) ≈
1

Tα

k+1
∑

j=0

(−1)j
(

α

j

)

x((k + 1− j)T )

=
1

Tα



x(k + 1)T −

(

α

j

)

x(kT ) +
k+1
∑

j=2

(−1)j
(

α

j

)

x((k + 1− j)T )





✭✷✳✻✮
■♥ t❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❧❡❛r❧② ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ st❛t❡ ❛t ✐♥st❛♥t (k +

1)T ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛❧❧ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s st❛t❡s ✉♥t✐❧ kT = 0 ✐♥ ❛ ❞✐r❡❝t ✇❛② ✭■t
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❡ ✧♠❡♠♦r②✧ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦♣❡r❛t♦rs✱ t❤✐s
✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ✧❞✐✛✉s✐♦♥✧ ❧✐❦❡ s②st❡♠s s✉❝❤ ❛s ✜♥❛♥❝✐❛❧✱ ❡❝♦♥♦♠✐❝✱
♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ❣r♦✇t❤ ❡t❝✮✳ ❚❤✐s ❞✐✛❡rs ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥✱
✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ❝r✉❞❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ✐♥ ❢✉t✉r❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ ❜② ❡①tr❛♣♦❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❡rr♦r ❜② t❤❡ t❛♥❣❡♥t t♦ t❤❡ ❡rr♦r
❝✉r✈❡ ❛t t✐♠❡ kT ✳ ■t ✐s s❤♦✇♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ẋ(kT ) ≈
x((k + 1)T )− x(kT )

T
✭✷✳✼✮

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ♦✈❡r
t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✈❛r② ❜❡✲
t✇❡❡♥ t❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✭α = 0✱ sq✉❛r❡ s✐❣♥❛❧✮ ❛♥❞ ❛♥
✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✭α = −1✱ str❛✐❣❤t ❧✐♥❡s ❝✉r✈❡✮✳ ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢
α✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡rr♦r✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❡❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r✱ ❛♥❞ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇❤❡♥ t❤❡ ❡rr♦r ✐s ③❡r♦✱
r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ♠♦r❡ st❛❜❧❡ s②st❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ✐♥✲
t❡❣r❛t✐♦♥ ♦r❞❡r α ✐s ❞♦✐♥❣ ✐s ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♦r✱ ✇❤❛t
✐s t❤❡ s❛♠❡✱ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ r❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ s❡❧❡❝t✐✈❡ ♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ♣❛st
✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r✳ ❋r♦♠ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ t❤❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s
♦r❞❡r ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ✐❢ s❧❡✇ r❛t❡s ♦r r❛t❡ ❧✐♠✐t❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✐♥str✉♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✴❛❝t✉❛t♦rs✳ ❚❤❡② ✇✐❧❧ ❤❡❧♣ t♦ ❜❡tt❡r ❣r❛♥✉❧❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
♦✉t♣✉t t♦ t❤❡ r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❞❡s✐❣♥ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s
t❤❡s❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✭✐❡ s♠♦♦t❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s✮✳ ❋♦r t❤❡



✷✳✷ ❇❛s✐❝s ♦❢ t❤❡ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❈❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✶✸

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ✭❛✮ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✭❜✮ ■♥t❡❣r❛t✐✈❡

✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ♦✈❡r t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ✈❛r② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❡✛❡❝ts ♦❢ ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✭α = 0✱ tr❛♣❡③♦✐❞❛❧ s✐❣♥❛❧✮ ❛♥❞ ❛ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✭α = 1✱ sq✉❛r❡ s✐❣♥❛❧✮✳ ❋♦r ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❛❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✐♥t❡r♠❡❞✐❛t❡ ❝✉r✈❡s✳ ■t ♠✉st ❜❡ ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t ③❡r♦ ❢♦r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❡rr♦r ❛♥❞ t❤❡ ❣r♦✇t❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
s✐❣♥❛❧ ✐s ♠♦r❡ ❞❛♠♣❡❞ ✇❤❡♥ ❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❡rr♦r s✐❣♥❛❧ ♦❝❝✉rs✱ ✇❤✐❝❤
✐♠♣❧✐❡s ❛ ❜❡tt❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ s✐❣♥❛❧s✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥
t♦ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ ❤❛r❞✇❛r❡ ❧✐♠✐t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s r❡♣❧② ✐s
❛❧s♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❤❡r❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ❝r❡✲
❛t❡s ✧❜✉♠♣s✧ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ✐❢ ♥♦t ❞❡❛❧t ✇✐t❤ ❝♦rr❡❝t❧②✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡s❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♦r❞❡r ♣r♦✈✐❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✇❛②❀ ♣❡r❤❛♣s✱ ✇❤② ♥♦t✱ s♦♠❡
✜❧t❡r✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝✉rr❡♥t❧② ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛❝t✐♦♥ ✐♥
♣r❛❝t✐❝❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥ t❤✐s ✇❛② ❛✈♦✐❞❡❞✳

❖♥ t❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s ❛r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠✲



✶✹ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❜❡r ♦❢ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♠❡♠♦r②
♦❢ t❤❡ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❬✾✹❪✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s ❧✐♠✐t❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡
r❡❝♦♠♠❡♥❞s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❜② ❡❛s❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❤❡♥ ❛❝❝✉r❛❝② ✐s ✐♥❝r❡❛s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ♠❡t❤♦❞s✱
❤✐❣❤✲♦r❞❡r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s
❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ sα ✐♥ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●✲▲ ♦r
❈❛♣✉t♦ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❞✐❣✐t❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐s✲
❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ✭z✱ δ✮ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦
❛♥② ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦r✲❜❛s❡❞ ❞❡✈✐❝❡s s✉❝❤ ❛s P■❈✱ P▲❈✱ ❋P●❆✱ ❡t❝✳ ❖♥❡ ♦❢
t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♦❢ ❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ●✲▲ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❛❢♦r❡♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ st✉❞② ♦❢ r❛t✐♦♥❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥s
♦❢ sα ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵✸❪✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛ss❡ss♠❡♥t ✐♥❞❡①❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧
t❤❡♦r② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ■❆❊ ❛♥❞ ■❚❆❊ ✐♥❞❡①❡s ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡
t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❧❛t❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝✉♠✉❧❛t✐✈❡ ❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❤✐❧❡
■❙❊ ❛♥❞ ■❚❙❊ ♣❡♥❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ t♦ ❛ st❡❛❞②✲st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ■❙❯ ✐♥❞❡① ✐s ❛ ♠❡❛s✉r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜② t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt✮✳

✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣✲

♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❋❖❈ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✉s❡❞ ✐♥ ❯❆❱s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳❚❤❡ ❯❆❱s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱
❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥✲
tr♦❧ ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✳

✷✳✸✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦r② ❈♦♥tr♦❧

❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❋❖❉✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ ✜rst
❣❡♥❡r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❘❖◆❊ ✭❈♦♠♠❛♥❞❡ ❘♦❜✉st❡ ❞✬❖r❞r❡ ◆♦♥ ❊♥t✐❡r✮ str❛t✲
❡❣② ❢♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ r♦t❛r②✲✇✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
❬✶✶✸❪✳ ■ts str✉❝t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

C(s) = ksα, α ∈ (0, 1), k ∈ R. ✭✷✳✽✮

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❢ t❤❡ ❯❆❱ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✱ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡
♠❛r❣✐♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐s s❤♦✇♥ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❇♦❞❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥✲
st❛♥t ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ■t
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❋❖❈✮ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ❡✛❡❝ts ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥



✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s ✶✺

✇✐t❤ ❛♥② t②♣❡ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭■❖❈✮✳ ❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❛♥❛✲
❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✭❋❖P■❉✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❡♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥❬✶❪✳ ❚❤❡
❛♥❛❧♦❣✐❝❛❧ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✾✮✳

C(s) = kp +
ki
sσ

+ kds
µ ✭✷✳✾✮

✇❤❡r❡✱ kp✱ ki ❛♥❞ kd ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✱ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ σ ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡rs ✐♥t❡❣r❛❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s✳
■t ❝♦♥s✐sts ♦❢ t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✿ ❛ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ❛ ❋✐♥✐t❡ ■♠♣✉❧s❡ ❘❡s♣♦♥s❡
✭❋■❘✮ ✜❧t❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❛♥❛❧♦❣✐❝❛❧ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r s❛♠♣❧❡❞ ❛t ✶♠s ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✷✳✷❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✷✳✷❜
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✮✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r✳ ✭❛✮ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡✳
✭❜✮ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❛ss✐st❡❞ ❋■❘ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r ❬✶❪✳

❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥t❛✐♥s ✷✵ ♥❡✉r♦♥s ✇✐t❤ ❤②♣❡r❜♦❧✐❝ t❛♥✲
❣❡♥t t②♣❡ ♥❡✉r♦♥❛❧ ❛❝t✐✈❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s tr❛✐♥❡❞ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦✲
❡✣❝✐❡♥ts t♦ t❤❡ ❋■❘ ❛♣♣r♦①✐♠❛t♦r (A0 = {a0, a1, a2, a3})✳ ❚❤❡s❡ ❝♦❡✜✲
❝✐❡♥ts ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❝❤❛♥❣✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s
(Ai = {kp, kd, ki, σ, µ}) ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ kp ∈ (0, 3)✱ kd ∈ (0, 0.5)✱ ki ∈ (0, 1) ❛♥❞ σ, µ ∈ (0, 1)✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ str✉❝t✉r❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② ❡♠✉❧❛t❡s
t❤❡ ❛♥❛❧♦❣✐❝❛❧ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✉♥❞❡r t❤❡ ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ♣♦✇❡r✐♥❣ ✉♥✲
❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡s✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❝❤❡♠❡ ❤❛s



✶✻ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❛ ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ r❡❛❧✲t✐♠❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss♦rs ♦r ❋P●❆s✳

❆ ♥♦✈❡❧ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❧❛❝❦✲◆✐❝❤♦❧s ♠❡t❤♦❞ ✐s
♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✶✹❪✱ ✇❤♦s❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C(s) = kp

(

1 + Tis
σ

Tisσ
1 + Tds

µ

1 + Tfs

)

, σ, µ ∈ (0, 2). ✭✷✳✶✵✮

✇❤❡r❡ kp ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❡r♠✱ Ti ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t✐♠❡✱ Td ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡ t✐♠❡✱ Tf ✐s ✜❧t❡r t✐♠❡ t❡r♠✱ σ ❛♥❞ µ ❛r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡rs ✐♥t❡❣r❛❧
❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡✲
❣❡r ♦r❞❡r P■❉ ✭■❖P■❉✮ ❝♦♥tr♦❧✱ ❋✉③③②✲P■❉ ❤②❜r✐❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❛ ❜❛❝❦st❡♣✲
♣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❇❙✮ ✉♥❞❡r t✇♦ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❡①tr❛ ♣❛②❧♦❛❞ ❛♥❞ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡✳ ❚❤❡ ■♥t❡❣r❛❧ ❙q✉❛r❡ ❊rr♦r
✭■❙❊✮ ❛♥❞ ■♥t❡❣r❛❧ ❙q✉❛r❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ■♥♣✉t ✭■❙❈■✮ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡
q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s✱ t❤❡
❋❖P■❉ ❤❛s t❤❡ ❜❡st ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❝♦♥✲
s✉♠♣t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❚❤✐s ❝❧❡❛r❧②
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❧✐♥❡❛r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❛❝❤✐❡✈❡ s✐♠✐❧❛r ♦r ❜❡tt❡r r❡s✉❧ts t❤❛♥ ♦t❤❡r tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❯❆❱s✳

❆♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t✉♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭●❆✮ ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ✉♥❞❡r ❝❡rt❛✐♥ ❞❡s✐❣♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✶✺❪✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss
❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs kp✱ ki✱ kd✱ σ ❛♥❞ µ ♦❢ t❤❡ ❋❖P■❉
❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s✿

f = βess + δest + γeos ✭✷✳✶✶✮

✇❤❡r❡ ess ✐s st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r✱ est ✐s s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ❡rr♦r✱ eos ✐s ♦✈❡rs❤♦♦t
❡rr♦r✱ β✱ δ ❛♥❞ γ ❛r❡ ✇❡✐❣❤t ❢❛❝t♦rs✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✇✐t❤ ▼❆❚▲❆❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s❡t✲♣♦✐♥t ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝✲
t♦r② ✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❣♦♦❞ tr❛❥❡❝t♦r②
tr❛❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❜♦t❤ r❡❢❡r❡♥❝❡s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❣❛✐♥st s♦♠❡ ■❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡✳

■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❦✱ ❛ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❆❘✳❉r♦♥❡
✷✳✵ ❬✶✶✻❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
♦❢ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss✳

∠C(jωgc)P (jωgc) = −π + φm

|C(jωgc)P (jωgc)| = 1

d(∠C(jω)P (jω))

dω

∣

∣

∣

∣

ω=ωgc

= 0

✭✷✳✶✷✮

✇❤❡r❡✱ C(s) ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ P (s) ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ φm✱ ✐s t❤❡ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥
❞❡s✐r❡❞ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❛♥❞ ωgc ✐s t❤❡ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱



✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s ✶✼

t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭■❆❊✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭■❙❊✮ ✐♥❞❡①❡s
❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❜❡st ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❖P❉
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs
❜❛s❡❞ ♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❊P❙❆❈✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛♥❞
✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r P❉ ✭■❖P❉✮ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r ❤❛s ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s♣♦♥s❡ t♦ t❤❡ ❊P❙❆❈ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥❝❡❞
t❡❝❤♥✐q✉❡ ♦❢ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥tr♦❧✳

❆ ♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❇❙▼❈✮
❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❛♥ ❯❆❱ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✶✼❪✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②
st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✉s✐♥❣ ▲②❛♣✉♥♦✈ st❛❜✐❧✐t②
t❤❡♦r②✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛✈❡
❜❡❡♥ t❡st❡❞ ❜② ✢✐❣❤t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✇✐t❤ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❙▼❈✮ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✶✽✱ ✶✶✾❪✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣
❋❖❙▼❈ ❛♥❞ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❬✶✶✽❪✳ ❚❤❡ ❋❖❙▼❈ ✉s❡s ❛ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ✭S(t)✮ ❛♥❞ ❛ ❞♦✉❜❧❡ ♣♦✇❡r r❡❛❝❤✐♥❣ ❧❛✇ ✭Ṡ(t)✮ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿

S(t) = ė(t) + kpe(t) +Dαe(t)

Ṡ(t) = −k1‖S(t)‖
γsign(S(t))− k2‖S(t)‖

γ+1sign(S(t))
✭✷✳✶✸✮

✇❤❡r❡ e(t) = {eϕ, eθ, eψ}✱ ❛r❡ t❤❡ ❡rr♦rs ♦❢ ❛tt✐t✉❞❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ kp =
{kpϕ, kpθ, kpψ}✱ k1✱ k2 ❛r❡ r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✱ sign(.) ✐s t❤❡ s✐❣♥✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
γ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ❙▼❈
✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ str❛t❡❣② ✇✐t❤ ❋❖❙▼❈ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❛st❡r r❡s♣♦♥s❡
❛♥❞ ❤✐❣❤❡r tr❛❝❦✐♥❣ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❛ ❋❖❙▼❈ ❢♦r ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❦♥♦✇♥ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ t❡r♠
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✶✾❪✳ ❚❤❡✐rs s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭S(t)✮ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧
❧❛✇ ✭Ṡ(t)✮ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s✿

S(t) = ė(t) + σe(t)

Ṡ(t) = −ηD−βsign(S(t))− µS(t)
✭✷✳✶✹✮

✇❤❡r❡ e(t) ✐s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✱ σ✱ µ ❛♥❞ η ❛r❡ r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✱ sign(.) ✐s t❤❡
s✐❣♥✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ β ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❋❖❙▼❈ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❣❛✐♥st ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r ❙▼❈ ✭■❖❙▼❈✮✳ ❚❤❡
▼❆❚▲❆❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❋❖❙▼❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✉♥❞❡r ❛❞❞✐t✐✈❡ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ✐♥ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ♦❢ t❤❡ ❋❖❙▼❈ ✐s ❧❡ss t❤❛♥ t❤❡ ❙▼❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

✷✳✸✳✷ P❛t❤ P❧❛♥♥✐♥❣✴❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡

❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✭❋❖P❋✮ ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ♣❛t❤ ♣❧❛♥✲
♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ✐♥ t✇♦ ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ s♦✉r❝❡ s❡❡❦✐♥❣ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s



✶✽ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❬✷❪✱ ❬✶✷✵❪✳ ❚❤❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ✇❤❡♥ ❯❆❱s ❛r❡ ❛t✲
tr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ s♦✉r❝❡ ✭❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞✮ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛s
❡❛❝❤ ❯❆❱ ♦r ♦❜st❛❝❧❡ ❛r❡ r❡♣❡❧❧❡❞ ✭r❡♣✉❧s✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞✮✳ ❚❤❡ ❋❖P❋ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❈♦✉❧♦♠❜ ❡❧❡❝tr✐❝ ✜❡❧❞ ❛s✿

Vn(r) =
q

4πǫ0

Γ(2− n)

r2−n
, ∀n ∈ (0, 2)(2,+∞) ✭✷✳✶✺✮

✇❤❡r❡ q ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♣♦✐♥t ❝❤❛r❣❡✱ ǫ0 ✐s t❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ♣❡r♠✐tt✐✈✐t②✱ r ✐s t❤❡
❞✐st❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❝❤❛r❣❡✱ n ❝❛♥ ❜❡ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦r ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ❣r❡❛t❡r t❤❛♥
③❡r♦ ❛♥❞ Γ(.) ✐s t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❋❖P❋✱
t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ Vn(r) ❝❛♥ ❜❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ t♦ ❛ ✈❛❧✉❡ ❜❡t✇❡❡♥ (0, 1)✱ ✉s✐♥❣ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭rmax✮ ❛♥❞ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✐st❛♥❝❡ ✭rmin✮✳ ❚❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡
❋❖P❋ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

Urep(r) =























rn−2 − rn−2
max

rn−2
min − rn−2

max

, ∀n ∈ (0, 2)(2,+∞)

ln r − ln rmax
ln rmin − ln rmax

, n = 2

✭✷✳✶✻✮

✇❤✐❧❡✱ t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❋❖P❋ ✐s Uatt(r) = −Urep(r)✳ ❋❖P❋ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
✇✐t❤ 1 ≤ n ≤ 5 ❢♦r r❡♣✉❧s✐✈❡ ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✸✳

❈♦♥tr❛r✐❧②✱ t❤❡ ❋❖P❋ ♠❡t❤♦❞ ❛❧❧♦✇s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧
✜❡❧❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❝❛s❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢
t❤❡ ❋❖P❋ ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✭■❖P❋✮✳ ❋r♦♠
❋✐❣✳ ✷✳✸❛✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t ♠♦r❡ ❢♦r❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r❡❛t❡r
n t❤❛♥ ❛ ❋❖P❋ ✇✐t❤ t❤❡ s♠❛❧❧❡r n✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t ❋❖P❋ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞
❑❛❧♠❛♥ ✜❧t❡r ✭❊❑❋✮ ❛❝❤✐❡✈❡❞ s✉✐t❛❜❧❡ r❡s✉❧ts✳

✷✳✸✳✸ ❆tt✐t✉❞❡ ❈♦♥tr♦❧

❆♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❖❙▼❈ ❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s t♦ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛
q✉❛❞r♦t♦r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✸❪✳ ❚❤❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭S(t)✮ ❛♥❞ ❛ r❡❛❝❤✐♥❣ ❧❛✇
✭Ṡ(t)✮ ✐♥ ❋❖❙▼❈ ♠❡t❤♦❞ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

S(t) = e(t)(1+β) + ηe(t)

Ṡ(t) = −QDβsign(S(t))
✭✷✳✶✼✮

✇❤❡r❡ e(t) ✐s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✱ β ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❛♥❞ η✱ Q ❛r❡ r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❚❤❡ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❝♦♠♣❡♥s❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❜❛tt❡r② ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❚✇♦ ♥❡✉r❛❧
♥❡t✇♦r❦s ❝r❡❛t❡ t❤❡ ♠❛♣s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ♣✉❧s❡✲✇✐❞t❤ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ ✭P❲▼✮ s✐❣♥❛❧ ❧❡✈❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ❯❆❱ ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡
s❝❤❡♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✹✳
✇❤❡r❡ Vb ✐s t❤❡ ❜❛tt❡r② ✈♦❧t❛❣❡✱ Ωic ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞ ❛t it❤ ♠♦t♦r s♣❡❝✲
✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ Ωi ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r s♣❡❡❞ ❛t it❤ ♠♦t♦r✱ H1 ❛♥❞ H2 ❛r❡



✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s ✶✾

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❋❖P❋✳ ✭❛✮ r❡♣✉❧s✐✈❡ ✜❡❧❞✳ ✭❜✮ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ✜❡❧❞ ❬✷❪✳

❧♦✇ ♣❛ss ✜❧t❡rs✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❋❖❙▼❈
❛♥❞ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦s ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇✐♥❞ ❞✐st✉r✲
❜❛♥❝❡s✱ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✈♦❧t❛❣❡ ❧♦ss ✐♥ t❤❡ ❜❛tt❡r②✱ ✇❤❡♥
✐t ❞✐s❝❤❛r❣❡s ❢r♦♠ ✶✶✳✶❱ t♦ ✾✳✾❱ ✐♥ ✶✸✵s✳ ❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ str✉❝✲
t✉r❡ t❤❛t ❡♥❢♦r❝❡s ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞
❬✶✷✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧✲❢r❡❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

τi(t) = −ktni
Iνt sign(Sqi(t)) + τi(tni) ✭✷✳✶✽✮

✇❤❡r❡ k > 0 ✐s t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥✱ τi ✐s t❤❡ it❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
t♦rq✉❡ ✈❡❝t♦r τ = [τφ, τθ, τψ]

T ✱ Sqi ✐s t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ❡rr♦r ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ν ✐s t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ ❛♥❞ tni ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥st❛♥ts ❛t ✇❤✐❝❤
Sqi(tni) = 0✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❡①♣❡r✐✲



✷✵ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ◆❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥ P❲▼ ❧❡✈❡❧ ❬✸❪✳

♠❡♥t❛❧❧② ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✷✳✵ q✉❛❞✲r♦t♦r✳ ❚✇♦ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ✭❛ ❝✐r❝❧❡
❛♥❞ ❛ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✮ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ q✉❛❞✲r♦t♦r ❡✛❡❝t✐✈❡❧② ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ♣♦s✐t✐♦♥s
✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠✉♠ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✇✐t❤♦✉t ❝❤❛tt❡r✐♥❣✳ ❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞
✐♥ ❬✶✷✷❪✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ✉♥❞❡r❛❝t✉❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ✭x✱ y✮ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❛♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈✐rt✉❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❛ s✐♠✐❧❛r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
❆❘✳❉r♦♥❡ ✷✳✵ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❜♦t❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧✲❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳
❚✇♦ ♦r❞❡r ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
✐♥t❡❣❡r ❙▼❈ ❛♥❞ ❋❖❙▼❈ ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋♦r ❜♦t❤ ❝❛s❡s
t❤❡ s❛♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛❞❥✉st✲
✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥s ♣r❡❝✐s❡ r❡s✉❧ts✳ ❆ ♥♦✈❡❧ r♦❜✉st ❋❖❙▼❈
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✸❪✳ ❚❤❡
✐♥♥❡r✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❖❙▼❈ ❢♦r t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ✇❤✐❧❡
♦✉t❡r✲❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✉s❡ t❤❡ st❛t❡ ❝♦♥str❛✐♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧
♠♦✈❡♠❡♥ts ✭x✱y✱z✮✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r s❧✐❞❡ ♠♦❞❡ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

S(t) = Dα+1e(t) +m1e(t) + n1β(e(t)) ✭✷✳✶✾✮

✇❤❡r❡ e(t) ✐s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡rr♦r (φ, θ, ψ)✱ m1✱n1 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡
❝♦♥st❛♥ts✱ α ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
β(e(t)) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

β(e(t)) =

{

e(t)
p1
q1 , ✐❢ S̄(t) = 0 ♦r S̄(t) 6= 0, |e(t)| > u

e(t), ✐❢ S̄(t) 6= 0, |e(t)| ≤ u
✭✷✳✷✵✮

✇❤❡r❡ u ✐s t❤❡ s♠❛❧❧ ♣♦s✐t✐✈❡ t❤r❡s❤♦❧❞✱ p1✱ q1 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❞❞ ✐♥t❡❣❡rs ✇✐t❤
❝♦♥❞✐t✐♦♥ 1 < q1/p1 < 2 ❛♥❞ S̄(t) = Dα+1e(t) +m1e(t) + n1e(t)

p1
q1 ✳ ❋♦r t❤❡

❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣❡r ❙▼❈ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳
❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ◗✉❛♥s❡r



✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s ✷✶

◗❇❛❧❧ ✷ q✉❛❞r♦t♦r ❞r✐✈❡♥ ❜② ▼❆❚▲❆❇✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❧✉♠♣❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ s✉♠ ♦❢ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ❋❖❙▼❈ ❤❛s ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ♦✈❡rs❤♦♦t ❛♥❞
❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t✐♠❡ ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❆ ❋❖❙▼❈ ✈✐❛ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r ❢♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ q✉❛❞r♦t♦r
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❬✶✷✹❪✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♥❡✇ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭❋❖❉❖❇✮✱ ✇❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

D1+α−βp(t) = −LBd(D
α−βp(t) + LDαẋ(t))

−L(ADα−βx(t) +BDα−βu(t))

D1+α−β d̂(t) = D1+α−βp(t) + LDαx(t)

✭✷✳✷✶✮

✇❤❡r❡ β ∈ (0, 1] ✐s t❤❡ s②st❡♠ ♦r❞❡r✱ x(t) ∈ R
n ✐s t❤❡ st❛t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ u(t) ∈

R
m ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ A ∈ R

n×n ✐s t❤❡ st❛t❡ ♠❛tr✐①✱ B ∈ R
n×m ✐s t❤❡

❝♦♥tr♦❧ ♠❛tr✐①✱ Bd ∈ R
n×1 ✐s t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♠❛tr✐①✱ C ∈ R

p×n ✐s t❤❡
♦✉t♣✉t ♠❛tr✐①✱ d̂(t) ✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♦❢ d(t)✱ p(t) ✐s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r②
✈❡❝t♦r✱ α ∈ (0, σ✮ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦r❞❡r ♦❢ ❋❖❙▼❈ ❛♥❞ L ✐s t❤❡ ♦❜s❡r✈❡r
❣❛✐♥ ♠❛tr✐①✳ ❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ ❋❖❙▼❈ ❢♦r t❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✱
✇❤♦s❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭S(t)✮ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ ❧❛✇ ✭Ṡ(t)✮ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

S(t) = a1ey(t) + a2D
αey(t)

Ṡ(t) = −a1ėy(t) + a2D
1+α−βC(Ax(t) +Bu(t) +Bdd(t))

−a2D
αẏd(t)

✭✷✳✷✷✮

✇❤❡r❡ a1✱ a2 ❛r❡ r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥ts✱ α ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♦❢ t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ s✉r❢❛❝❡
❛♥❞ ey(t) = y(t) − yd(t) ✐s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t✳ ❚❤❡ ❋❖❙▼❈
✇✐t❤ ❋❖❉❖❇ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❙▼❈✲❉❖❇✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇
t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❞❡❝r❡❛s❡s t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r t♦ ❤✐❣❤ s♣❡❡❞ ❛♥❞
s✉♣♣r❡ss❡s t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠✳

■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ✇♦r❦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✶❪✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❋❖❙▼❈ ✇✐t❤ ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r P■ str✉❝t✉r❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✷✺❪✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❡r♠ ❛❝ts ❛s ❛
♥♦♥❧✐♥❡❛r ❞✐ss✐♣❛t❡r✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ♣❛rt r❡♠♦✈❡s t❤❡ ❝❤❛tt❡r✲
✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦✉t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

τi(t) = −k1 |Si(t)|
α
sign(Si(t))− k2 tniI

β
t sign(Si(t)) + τi(tni) ✭✷✳✷✸✮

✇❤❡r❡ k1 > 0✱ k2 > 0 ❛r❡ t❤❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❣❛✐♥s✱ τi ✐s t❤❡ it❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ t♦rq✉❡ ✈❡❝t♦r τ = [τφ, τθ, τψ]

T ✱ Si ✐s t❤❡ s❧✐❞✐♥❣ ❡rr♦r ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ α, β
❛r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡r♠s ❛♥❞ tni ✐s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥st❛♥ts ❛t ✇❤✐❝❤
Si(tni) = 0✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡❛❧✲❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❡①❡❝✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
▼❆❚▲❆❇ ❛♥❞ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✷✳✵ q✉❛❞✲r♦t♦r✳ ❋♦✉r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡
✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✿ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ P■ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r✱ ✜rst✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ P■✲❧✐❦❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r



✷✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❛♥❞ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ s✉♣❡r✲t✇✐st✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❆❧❧ t❤❡ ❛♥❣❧❡
r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ s✐♠✐❧❛r
❛tt✐t✉❞❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✇✐t❤ ❛❧❧ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❤❡♥ t❤❡ q✉❛t❡r♥✐♦♥ ❡r✲
r♦r ✈❡❝t♦r ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✐t
✐s ❡❛s② s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❧❡ss tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❛♥❞ s♠❛❧❧❡r
❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt s✐❣♥❛❧ t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✳ ▲✐❦❡✇✐s❡✱ t❤❡ ❝❤❛tt❡r✐♥❣ ♣❤❡✲
♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ❧❡ss❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❋✐❧t❡r t②♣❡ ✷❉❖❋✲❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡ ❬✹❪✳

❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✜❧t❡r ✇✐t❤ t✇♦✲❞❡❣r❡❡s✲♦❢✲❢r❡❡❞♦♠ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r
t❤❡ ♣✐t❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❯❆❱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❬✹❪✳ ❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✺
❛♥❞ ✐t ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✜❧t❡r ❛♥❞ ❛ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥t❧② t✉♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s t✉♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿ ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❣❛✐♥ ♠❛r❣✐♥s✱ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❣❛✐♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❤✐❣❤✲❢r❡q✉❡♥❝② ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡✲
❥❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭KP ✱ KD✱ TI ✱ σ ❛♥❞ µ✮ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ s❡t ♦❢ ✜✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t♦♦❧❜♦① ♦❢ ▼❆❚▲❆❇✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs α ∈ [0, 1]✱ β ∈ [1, 2]✱ γ ∈ [0, 2] ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② ✉s✐♥❣
❛ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ♠❡t❤♦❞ t♦ s❛t✐s❢② s♦♠❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s r✐s❡ t✐♠❡ ✭tr✮✱ s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭ts✮✱ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r ✭Ess✮✱
♦✈❡rs❤♦♦t ✭Mp✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭IAE✮✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥
✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐s✿

J(X) = w1Mp + w2tr + w3ts + w4Ess + w5IAE ✭✷✳✷✹✮

✇❤❡r❡ X = [α β γ] ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛♥❞ W =
[w1.w2, w3, w4, w5] ❛r❡ t❤❡ ✐♥❡rt✐❛ ✇❡✐❣❤ts✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣r❡s❡♥ts
❛ ❣♦♦❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞ tr❛❝❦✐♥❣ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ▼❆❚✲
▲❆❇ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳



✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s ✷✸

❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ r♦❜✉st ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ♣✐t❝❤ ❛♥❣❧❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢
❛ ❋✐①❡❞✲❲✐♥❣ ❯❆❱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❜❛t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭▼❖❇❆✮ ❛♥❞
♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❣❡♥❡t✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✭▼❖●❆✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✷✻❪ ❛♥❞ ❬✶✷✼❪✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ✐♥ ❜♦t❤ ✇♦r❦s ❛r❡✿

J1 = ‖S(jω)‖∞
J2 = ‖T (jω)‖∞

✭✷✳✷✺✮

✇❤❡r❡ ‖S(jω)‖∞ ✐s t❤❡ ✐♥✜♥✐t② ♥♦r♠ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞
‖T (jω)‖∞ ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■♥ ▼❖❇❆ ❛♣♣r♦❛❝❤✱
❛ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J(X) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✉♠♠✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✷✺✮✱ ✉s✐♥❣ ✇❡✐❣❤t❡❞✲s✉♠ ♠❡t❤♦❞✳

J(X) =

2
∑

k=1

Jkwk, w1, w2 > 0, w1 + w2 = 1 ✭✷✳✷✻✮

❚❤❡ ▼❖●❆ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡s ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② t♦ ✜♥❞
❛ s❡t ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❞❡✲♦✛ ✭t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ P❛r❡t♦ ❢r♦♥t✮✳
❚❤❡♥ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥✢✐❝t✐♥❣
❞❡s✐❣♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs tr❛❝❦ t❤❡
tr❛❥❡❝t♦r② ❛♥❞ s❛t✐s❢② t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❆t
t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡✱ t❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ■❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❆ ♥❡✇ ♠❡t❤♦❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✢❛t ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ✇✐t❤ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✷✽❪✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ r♦❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❯❆❱
✉s✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✿ ❣❛✐♥ ♠❛r❣✐♥✱ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❣❛✐♥
✈❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤
❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② s❛♠♣❧❡s ♦❢ G(s) ❛r♦✉♥❞ ♦❢ ✐ts
❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧❧♦✇s ❣r❡❛t❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❛ ✜rst ♦r❞❡r
♣❧✉s t✐♠❡ ❞❡❧❛② ✭❋❖P❚❉✮ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞
♦♣❡♥ ❧♦♦♣ s②st❡♠ ✭G′(s)✮ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ♦❢ G(s) ❛♥❞ ❞✐✛❡r❡♥t
♣❤❛s❡ ❝✉r✈❡ ✐s ✉s❡❞✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ✉s❡❞✿ ❛♥
■❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋❖P■❉✳ ❋♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❛❡r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❯❆❱
❛r❡ ❛❞❞❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t t❤❡ ♥❡✇
❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣✳

❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ ✭❋❖P■✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡
r♦❧❧✲❝❤❛♥♥❡❧ ♦r ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❯❆❱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
❬✶✵✵❪✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s✿

C(s) = kp

(

1 +
ki
sσ

)

✭✷✳✷✼✮

✇❤❡r❡✱ kp ❛♥❞ ki ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ σ ∈
(0, 2) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ r♦❧❧✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ❯❆❱ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s
❛ r♦✉❣❤ P■❉ t✉♥✐♥❣ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ C0(s)✳ ❖♥❝❡ t❤❡ r♦❧❧✲❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✐s



✷✹ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

♦❜t❛✐♥❡❞✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❛ ❋❖P❚❉ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♦✉t❡r ❧♦♦♣
❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞
✐♥ ✭✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r
P■ ✭■❖P■✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤r♦✉❣❤ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ✢✐❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✱ ❜②
❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ✇✐♥❞ ❣✉st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤
❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ■❖P■
❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❆ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ ❋❖❬P■❪ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r
t❤❡ r♦❧❧✲❝❤❛♥♥❡❧ ♦r ❧❛t❡r❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❯❆❱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❬✶✵✶❪✱ ✇❤♦s❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s✿

C(s) =

(

kp +
ki
s

)σ

✭✷✳✷✽✮

✇❤❡r❡✱ kp ❛♥❞ ki ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱
σ ∈ (0, 2) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡r♠✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ ❢♦✉r ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✿ ■❖P■ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠♦❞✐✜❡❞ ❩✐❡❣❧❡r✲◆✐❝❤♦❧s ✭▼❩◆s✮ t✉♥✲
✐♥❣ ♠❡t❤♦❞✱ ■❖P■❉✱ ■❖P■ ❛♥❞ ❋❖❬P■❪ ❛r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✷✮✳ ❚❤❡s❡ ❢♦✉r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜②
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ✢✐❣❤t ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ✉♥❞❡r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❋❖❬P■❪ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❋❖❬P■❪ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝✲
t✉r❡ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣✐t❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ t❛❦❡♦✛ ❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣ ✭❱❚❖▲✮
❯❆❱ ❬✶✷✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❯❆❱
❬✶✸✵❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✷✳✶✷✮✳ ❋♦r t❤❡ ❱❚❖▲ ❯❆❱✱ t❤r❡❡ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs ▼❩◆s ■❖P■ ❛♥❞ ■❖P■❉ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❋❖❬P■❪✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✉♥❞❡r ❡✛❡❝t
♦❢ ✇✐♥❞ ❣✉st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
str❛t❡❣② ❤❛s ❜❡tt❡r tr❛♥s✐❡♥t r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ■❖P■❉✱ ❋❖P■ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r
t❤❡ ✜①❡❞✲✇✐♥❣ ❛✐r❝r❛❢t ❢♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ✐♥✲
❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❋❖❬P■❪ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♦t❤❡r
❝♦♥tr♦❧s ✉♥❞❡r ✇✐♥❞ ❣✉st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳

✷✳✸✳✹ ❙t❛t❡ ❊st✐♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧

❆ ♥❡✇ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡rs ✭❋❖❈❋✮ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❛t✲
t✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ❧♦✇✲❝♦st ❯❆❱s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❬✺❪✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡rs ✐s t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ s❡♥s♦rs t❤❛t
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ♦✈❡r ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ■t
♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s❡♥s♦r ❤❛s r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❤✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡r
s❤♦✉❧❞ ❤❛s r❡❧✐❛❜❧❡ ❞❛t❛ ✐♥ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ❚✇♦ s❡♥s♦rs t❤❛t s❛t✐s❢② t❤✐s
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡✿ ❛ ❣②r♦s❝♦♣❡ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥♦♠❡t❡r✳ ❋✐❣✳ ✷✳✻ s❤♦✇s t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ✐ts ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥✲
t❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✳



✷✳✸ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s ✷✺

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✷✳✻✿ ❈♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❋✐❧t❡r✳ ✭❛✮ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ✭❜✮ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❬✺❪✳

✇❤❡r❡ φi✱ φg ❛r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉ts ♦❢ t❤❡ ✐♥❝❧✐♥♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❣②r♦s❝♦♣❡ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ Gi(s)✱ Gg(s) ❛r❡ t❤❡ ✜❧t❡rs ❢♦r t❤❡ ✐♥❝❧✐♥♦♠❡t❡r ❛♥❞ ❣②r♦s❝♦♣❡✱ φ̂
✐s t❤❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ φ✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡rs ✐s Gi(s) +Gg(s) =✶✳ ❚❤❡s❡ ✜❧t❡rs ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿

Gi(s) =
C(s)

C(s) + s
Gg(s) =

s

C(s) + s
✭✷✳✷✾✮

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❋✐❣✳ ✷✳✻❛ ❛♥❞ ✭✷✳✷✾✮✱ φ̂ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

φ̂ = φi
C(s)

C(s) + s
+
φg
s

s

C(s) + s

φ̂ =
(

sφiC(s) + φg − φ̂C(s)
) 1

s
sφ̂ = (φi − φ̂)C(s) + φg

✭✷✳✸✵✮

❋r♦♠ ✭✷✳✸✵✮✱ ❛♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r
✐♥ ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✻❜✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤✐s s❝❤❡♠❡ ♣❡r♠✐ts t♦ ✉s❡ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r② ❢♦r ❞❡s✐❣♥✐♥❣ t❤❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡r✳ ■♥ t❤✐s ✇❛②✱ t❤r❡❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ✜❧t❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞
✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s s✉❝❤ ❛s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✭P✮✱ ■❖P■ ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛t♦r ✭❋❖■✮ ✇❤♦s❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s✿

C(s) =
k

sα
, α ∈ (0, 1), k ∈ R. ✭✷✳✸✶✮



✷✻ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❋♦r ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✱ ●❛✉ss✐❛♥ ❛♥❞ ♥♦♥✲
●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t ❋❖❈❋
♣r❡s❡♥ts ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳

✷✳✸✳✺ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧

❆ r❡s❡❛r❝❤ ❛❜♦✉t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ s♦✲
❝❛❧❧❡❞ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❉❋❖❋❚❈✮ ❢♦r ❛ ❣r♦✉♣
♦❢ ❯❆❱s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❬✶✸✶❪✳ ❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ st❛❣❡s ❞✉r✐♥❣ ✐ts ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
❋✐rst❧②✱ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ s❧✐❞✐♥❣✲♠♦❞❡ ♦❜s❡r✈❡r ✭❉❙▼❖✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❯❆❱ ❛♥❞ ✐ts r❡❢❡r❡♥❝❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱
❛ ❋❖❙▼❈ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦rs
❜❡t✇❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛♥❞ ❧❡❛❞❡r✱ ✇❤♦s❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭S(t)✮ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛s✿

S(t) = Dα+1e(t) + σ1e(t) + σ2e(t)
q/p ✭✷✳✸✷✮

✇❤❡r❡ α ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠✱ σ1 ❛♥❞ σ2 ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥✲
st❛♥ts✱ q ❛♥❞ p ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦❞❞ ✐♥t❡❣❡rs✳ ❚❤❡s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❯❆❱s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ❡✣❝❛❝②
♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷✳✸✳✻ ❋❛✉❧t ❚♦❧❡r❛♥t ❈♦♥tr♦❧

❆♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❢❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛♥ ❯❆❱ ✉♥❞❡r ❡①✲
t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❬✶✸✷❪✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢
t❤❡ ❯❆❱ ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ✐♥t♦ t✇♦ s✉❜s②st❡♠s✿ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❧t✐t✉❞❡✳ ❚❤❡
❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s✿

δe = ρfδe0 + uf ✭✷✳✸✸✮

✇❤❡r❡✱ 0 < ρf < 1 ✐s t❤❡ ❞❡❣r❛❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ δe0 ✐s t❤❡ ❛♣♣❧✐❡❞
❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ uf ✐s t❤❡ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜✐❛s ❢❛✉❧t s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧t ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✉s✐♥❣
❛♥ ❛❞❛♣t✐✈❡ t❡❝❤♥✐q✉❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐ts ✜rst ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡ ❛r❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❤✐❣❤ ❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡r✳ ■t ♣❡r♠✐ts t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡
♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐♥ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❛
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡r♠✐♥❛❧ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❚❙▼❈✮ t♦ ♣✐t❝❤ ❞②♥❛♠✲
✐❝s ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✉s❡❞✱ ✇❤♦s❡ s✇✐t❝❤✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭S(t)✮ ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ❛s
t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ✭✷✳✸✷✮✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ t❤❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②✱ ✇❤❡♥ ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ❛❝t✉❛t♦r ❢❛✉❧ts
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯❆❱s ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤
❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳



✷✳✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯●❱s ✷✼

❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❈♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯❆❱s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤✲
♥✐q✉❡s

Pr♦❜❧❡♠ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❆✉t❤♦rs

❉
②
♥
❛
♠
✐❝
▼
♦
❞
❡
❧

❉
✐s
t✉
r❜
❛
♥
❝
❡

❙
✐♠
✉
❧❛
t✐
♦
♥

❘
❡
❛
❧
❚
❡
st

❨
❡
❛
r

❚r❛❥❡❝t♦r②
❝♦♥tr♦❧

❋❖❉ ▼♦♥❥❡❬✶✶✸❪ ❨ ◆ ❨ ◆ ✷✵✵✽
❋❖P■❉ ▼❡❤♠❡t❬✶❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✶

❆②❛❞❬✶✶✹❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✽
▼❛✉r②❛❬✶✶✺❪ ❨ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✾

❋❖P❉ ❈❛❥♦❬✶✶✻❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✽
❋❖❇❙▼❈ ❙❤✐❬✶✶✼❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✽
❋❖❙▼❈ ●✉♦❬✶✶✽❪ ❨ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✼

❱❛r❣❛s❬✶✶✾❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✽
P❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✴
❈♦❧❧✐s✐♦♥
❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❋❖P❋ ❏❡♥s❡♥❬✷❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✹
❍❛♥❬✶✷✵❪ ❨ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✽

❆tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧

❋❖❙▼❈ ▼❡❤♠❡t❬✸❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✷
■③❛❣✉✐rr❡❬✶✷✶❪ ❨ ❨ ❨ ❨ ✷✵✶✻
■③❛❣✉✐rr❡❬✶✷✷❪ ❨ ❨ ❨ ❨ ✷✵✶✽
❍✉❛❬✶✷✸❪ ❨ ❨ ❨ ❨ ✷✵✶✾
❲❛♥❣❬✶✷✹❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✽
❖❧✐✈❛❬✶✷✺❪ ❨ ❨ ❨ ❨ ✷✵✶✾

❋❖P■❉ ●❡♥❣❬✹❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✷
❑❛t❛❧❬✶✷✻❪ ❨ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✺
❑✉♠❛r❬✶✷✼❪ ❨ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✻
❙❡②❡❞t❛❜❛✐✐❬✶✷✽❪ ❨ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✼

❋❖P■ ❈❤❛♦❬✶✵✵❪ ❨ ❨ ❨ ❨ ✷✵✶✵
❋❖❬P■❪ ▲✉♦❬✶✵✶❪ ❨ ◆ ❨ ❨ ✷✵✶✶

❍❛♥❬✶✷✾❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✹
❲❛♥❣❬✶✸✵❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✹

❙t❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❋❖❈❋ ❈♦♦♣♠❛♥s❬✺❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✹
❋♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧

❋❖❙▼❈ ❨✉❬✶✸✶❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✽

❋❛✉❧t t♦❧❡r❛♥t
❝♦♥tr♦❧ ❋❖❚❙▼❈ ❨✉❬✶✸✷❪ ❨ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✼

✷✳✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣✲

♣❧✐❡❞ t♦ ❯●❱s

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦❢ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ r❡❣❛r❞✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥
❯●❱ ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖❈✮ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s r❡✈✐s❡❞✳ ■t



✷✽ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

✇❛s ❢♦✉♥❞ t❤❛t tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ❛r❡
❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s tr❡❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❋❖❈ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✳

✷✳✹✳✶ ❚r❛❥❡❝t♦r② ❈♦♥tr♦❧

❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❯●❱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❣❡♥❡r✲
❛❧✐③❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❖●P❈✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✸✸❪✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❋❖●P❈ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

J =

∫ N2

N1

Dα[r(t+ j|t)− y(t+ j|t)]2dt

+
∫ Nu

1
Dβ [∆u(t+ j − 1|t)]2dt; α, β ∈ R

✭✷✳✸✹✮

✇❤❡r❡✱ N1 ❛♥❞ N2 ❛r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥s✱
Nu ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤♦r✐③♦♥✱ y(t) ✐s t❤❡ s②st❡♠ ♦✉t♣✉t ❛♥❞ r(t) ✐s t❤❡ r❡❢✲
❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧✳ ❚❤❡ ❋❖●P❈ str❛t❡❣② ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r
●P❈ ✭■❖●P❈✮ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❝❛s❡s✿ s❡♥s♦r ♥♦✐s❡ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡
❋❖●P❈ ✐s ♠♦r❡ r♦❜✉st t♦ s❡♥s♦rs ♥♦✐s❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✱ ❜❡✲
s✐❞❡s ✐t ♣r❡s❡♥ts ❧♦✇❡r ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rts ✐♥ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛♥ t❤❡
■❖●P❈✳ ■♥ ❬✻❪✱ ❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❜❛s❡❞ ♦♥ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳
❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❞r✐✈✐♥❣ ❡❛❝❤
✇❤❡❡❧ ♦❢ t❤❡ ❯●❱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✼✳ ■♥ ✇❤✐❝❤✱ θd ✐s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ♦r✐❡♥✲
t❛t✐♦♥✱ vr ✐s t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ✈❡❧♦❝✐t②✱θa ✐s t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ va ✐s t❤❡
❛❝t✉❛❧ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ✜t♥❡ss ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ISE ✐♥❞❡①✿

ISE =

(∫ ∞

0

[eθ(t)]
2dt

)

+

(∫ ∞

0

[ev(t)]
2dt

)

✭✷✳✸✺✮

✇❤❡r❡ eθ = θd − θa ✐s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡rr♦r ❛♥❞ ev = vr − va ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❡rr♦r✳ ❋♦r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♣✉r♣♦s❡✱ t✇♦ ■❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ s❛♠❡ s❝❤❡♠❡ ❛s ✐♥ ❋❖P❉✳ ❚❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❛♥❞ ❧✐♥❡❛r
tr❛❥❡❝t♦r②✳ ❆ ♥♦t❛❜❧❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦✈❡r t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❋❖P❉ ❢♦r ❜♦t❤ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ❋❖❙▼❈ ❢♦r ❛ ❢♦✉r✲✇❤❡❡❧
st❡❡r✐♥❣ ✭✹❲❙✮ ✈❡❤✐❝❧❡ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❬✶✸✹❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣
s✉r❢❛❝❡ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡❧✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r ♣r♦❞✉❝❡❞ ❜② t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ♦❢ t❤❡ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧✳

S(t) = −∆D−αS(t)− ǫD−αsign(S(t)) ✭✷✳✸✻✮

✇❤❡r❡ ∆ ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ♦❢ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ✈❛❧✉❡s✱ ǫ ✐s ❛ r❡❛❧ ❝♦♥st❛♥t✱
sign(.) ✐s t❤❡ s✐❣♥✉♠ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ α ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡✳ ❆ ❣r♦✉♣ ♦❢ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ α ❛♥❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✹❲❙ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦♥ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❛r❡
♠❛❞❡✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❋❖❙▼❈ ❤❛s ✐♠♣r♦✈❡❞ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡ ✹❲❙ ✈❡❤✐❝❧❡✳



✷✳✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯●❱s ✷✾

❋✐❣✉r❡ ✷✳✼✿ ❈❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t✉♥✐♥❣ ❋❖P■❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠
❬✻❪✳

❆ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❈✐tr♦ë♥ ✈❡❤✐❝❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛
❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✸✺❪✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧
♠♦❞❡❧ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ▼❆❚▲❆❇ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ t❤❡ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦❢ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥✱ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ■ts ❧❛st s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢✉♥❝t✐♦♥
❢♦r ❛ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✐s t❡st❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❝❧♦s❡
t♦ r❡❛❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❡ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❞✉r✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ s♣❡❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦♠❢♦rt
♦❢ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳

❆♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✼❪✳ ❲❤❡r❡ ❛ ♥♦✈❡❧t② ❋❖P■✲❜❛s❡❞ ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ■ts s❝❤❡♠❡ ✐s s❤♦✇ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✷✳✽ ✳ ■♥ ✇❤✐❝❤✱ τnet ✐s t❤❡ ♥❡t✇♦r❦
❞❡❧❛②✱ vref ✐s t❤❡ s♣❡❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ β ✐s t❤❡ ❡①t❡r♥❛❧ ❣❛✐♥
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ ♥❡t✇♦r❦ ❞❡❧❛②✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛❧ st❛t✐♦♥ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ❞❡t❡❝t✐♥❣
tr❛✣❝ r✐s❦ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛❞❛♣t✐✈❡ s♣❡❡❞s ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♦r r❡❞✉❝❡
♣♦ss✐❜❧❡ ❛❝❝✐❞❡♥ts ✐♥ ✐ts ❞❛♥❣❡r♦✉s ❛r❡❛✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✇❤❡♥
t❤❡ ❋❖P■✲❜❛s❡❞ ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✱ ✐t ♣r♦❞✉❝❡s ❛
❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✉s✐♥❣ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ♦♥❡✳

■♥ ❛♥♦t❤❡r ✇♦r❦✱ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❯●❱
❢♦r tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❬✶✵✷❪✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ■❖P■ ❛♥❞ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r ♦r✐✲
❡♥t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs
❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✉s✐♥❣ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t tr❛❥❡❝t♦r✐❡s ❢♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② r❡❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞



✸✵ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✽✿ ❙❝❤❡♠❡ ♦❢ t❤❡ ❋❖P■✲❜❛s❡❞ ❣❛✐♥✲s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❬✼❪✳

❋✐❣✉r❡ ✷✳✾✿ ❈❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❲▼❘ ❬✽❪✳

❛ s✐♥✉s♦✐❞❛❧ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ r❡❛❧ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❛t t❤❡ ❋❖P■ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯●❱✱ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✳

❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❞r✐✈❡ ❲▼❘ ◗❇♦t✷ ♦❢ ◗✉❛♥s❡r ❈♦♠✲
♣❛♥② ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❬✽❪✳ ❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♥tr♦❧
♦❢ ❲▼❘ ✐♥ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s❝❤❡♠❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✳

■♥ ❋✐❣✳ ✷✳✾✱ vR ✐s t❤❡ r✐❣❤t ✇❤❡❡❧ ✈❡❧♦❝✐t②✱ vL ✐s t❤❡ ❧❡❢t ✇❤❡❡❧ ✈❡❧♦❝✲
✐t②✱ vC ✐s t❤❡ ❝❤❛ss✐s ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ω ✐s t❤❡ ❝❤❛ss✐s ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t②✳
❚❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❛♥❞ ❢♦r✇❛r❞ ❦✐♥❡♠❛t✐❝s ❜❧♦❝❦s ❞❡✜♥❡ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ❧✐♥❡❛r ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦r ❛ tr❛❥❡❝t♦r②✳
❙✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♥ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❋❖P❉
❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■t s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r ✐♠♣r♦✈❡s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ✇✐t❤ ✽✸✪ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ■❖P❉
❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❢♦r ❛ str❛✐❣❤t ♣❛t❤
✇✐t❤♦✉t ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r②✳

❆ ♥♦✈❡❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❡①tr❡♠✉♠ s❡❡❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❋❖❊❙❈✮ ❢♦r tr❛✲
❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ ❛♥ ❯●❱ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥
❛♣♣❧②✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✜❧t❡rs ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r ✜❧t❡rs ✐♥ ❛ ❝❧❛s✲
s✐❝❛❧ ❡①tr❡♠✉♠ s❡❡❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✭❊❙❈✮✳ ❚❤❡ ❋❖❊❙❈ s❝❤❡♠❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❋✐❣✳ ✷✳✶✵✳



✷✳✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❆♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯●❱s ✸✶

✇❤❡r❡ (x, y) ❛r❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✱ v ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
s✐❣♥❛❧ ❡st✐♠❛t❡✱ sq

(sq+h) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✜❧t❡r✱ q ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡✱ sin(ωt) ✐s ❛ ♣❡r✐♦❞✐❝ ♣❡rt✉r❜❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧✱ a✱ c✱ ω ❛♥❞ h ❛r❡
❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ J = f(x, y) ✐s t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♠❛♣ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

J = f∗ − qx(x− xd)
2 − qy(y − yd)

2 ✭✷✳✸✼✮

❚❤❡ ❡①tr❡♠✉♠ s❡❡❦✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ♦✉t♣✉t
J = f(x, y) ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ ✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ f∗✱ ✇❤❡r❡ f∗ = f(xd, yd) ✐s t❤❡ ✉♥✲
❦♥♦✇♥ ❡①tr❡♠✉♠ ♣♦✐♥t✱ qx ❛♥❞ qy ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ❝♦♥st❛♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✐♠✲
✉❧❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ♠♦❞❡❧ ✉s✐♥❣ ❛ ❋❖❊❙❈ ❛♥❞ ❊❙❈ ❢♦r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❋❖❊❙❈ ✐s ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r t❤❛♥ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❡①tr❡♠✉♠ s❡❡❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

✷✳✹✳✷ P❛t❤ P❧❛♥♥✐♥❣✴❈♦❧❧✐s✐♦♥ ❆✈♦✐❞❛♥❝❡

❆ str❛t❡❣✐❝ s❝❤❡♠❛t✐❝ t♦ ✉s❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞ ✭❋❖P❋✮ ♠❡t❤♦❞
❢♦r ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡ ♦❢ ❯●❱ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✶✵❪✳ ❚❤❡
str❛t❡❣✐❡s s❝❤❡♠❛t✐❝ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✷✳✶✶✳

❚❤❡ str❛t❡❣✐❝ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❤❛s t❤r❡❡ st❛❣❡s ❜✉t ♦♥❧② t❤❡ t❛❝t✐❝❛❧ st❛❣❡ ✐s
❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❚❤✐s st❛❣❡ ✉s❡s t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❛♥❞ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❢♦r❝❡s
♦❢ t❤❡ ❋❖P❋ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ♦❜st❛❝❧❡s ❛♥❞ t♦ ♠♦✈❡ t♦✇❛r❞ t❤❡ t❛r❣❡t✳
❆ s✐♠♣❧❡ ♠♦❞❡❧ ♣❡r♠✐ts t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥✳
❚❤❡ r❡♣✉❧s✐✈❡ ❋❖P❋ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✻✮ ❛♥❞ ✐ts r❡s✉❧t❛♥t ❢♦r❝❡ ✐s ❣✐✈❡♥
❜②✿

Frep = −∇(Urep(r)) ✭✷✳✸✽✮

❚❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❋❖P❋ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s✿

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✵✿ ❈❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ❋❖❊❙❈ s❝❤❡♠❡ ❢♦r ❯●❱ ❬✾❪✳



✸✷ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✶✿ ❙tr❛t❡❣✐❝ s❝❤❡♠❛t✐❝ ❢♦r ❯●❱ ✉s✐♥❣ ❋❖P❋ ❬✶✵❪✳

Fatt = αp(xtarget − x) + αvD
n(vtarget − v) ✭✷✳✸✾✮

✇❤❡r❡ x ❛♥❞ xtarget ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ♣♦s✐t✐♦♥s✱ αp ❛♥❞ αv ❛r❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱ v ❛♥❞ vtarget ❛r❡ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ ❛♥❞ t❛r❣❡t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❛♥❞ n ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠✳ ❋♦r t❤❡ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❋❖P❋✱ ❛
❧✐♠✐t❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦s❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ✉♥❝♦♠❢♦rt❛❜❧❡ tr✐♣
t♦ t❤❡ ♣❛ss❡♥❣❡rs✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❋❖P❋ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝❧❛ss✐❝❛❧ ■❖P❋✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❋❖P❋ ❞♦❡s ♥♦t ♣r❡s❡♥t ♣❤❛s❡
✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❣❛✐♥ ❝r♦ss✲♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♠❛ss ✈❛r✐❛t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯●❱s ❛♥❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s
❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✷✳

✷✳✺ ❙✉♠♠❛r②

❚❤❡ ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ tr❛✲
❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥tr♦❧✱ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❞✐✲
❛❣♥♦s✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s✳❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ st✉❞② ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t
❋❖❉✱ ❋❖P❉✱ ❋❖P■✱ ❋❖❬P■❪✱ ❋❖P■❉✱ ❋❖❇❙▼❈✱ ❋❖❙▼❈✱ ❋❖P❋✱ ❋❖●P❈✱
❋❖❊❙❈✱ ❛♥❞ ❋❖❚❙▼❈ ❛r❡ t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦
❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s ✐♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✳

❇❡s✐❞❡s✱ t❤❡ ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣r❡s❡♥t s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❋✐rst❧②✱ ❋❖❈
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ♠♦r❡ ✢❡①✐❜❧❡ ✐♥ t✉♥✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛s
♦r❞❡r ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡ ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✐t ❤❛s ✐♠✲
♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠s ✉♥❞❡r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s s✉❝❤ ❛s
✇✐♥❞ ❣✉sts✱ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ❢r✐❝t✐♦♥✱ ♠❛♥✉❢❛❝t✉r✐♥❣ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣
✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❡t❝✳ ❬✶✕✻✱ ✽✕✶✵✱ ✶✵✵✕✶✵✷✱ ✶✶✸✕✶✷✵✱ ✶✷✹✱ ✶✷✻✕✶✸✹❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❋❖
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ s②st❡♠s s♦♠❡
♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❤②st❡r❡s✐s✱ ❞❡❛❞ ③♦♥❡✱ ❜❛❝❦❧❛s❤✱ ❡t❝✳❬✶✵✸❪✳



✷✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✸✸

❚❛❜❧❡ ✷✳✷✿ ❈♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯●❱s ❛❞❞r❡ss❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s

Pr♦❜❧❡♠ ❆♣♣r♦❛❝❤ ❆✉t❤♦rs

❑
✐♥
❡
♠
❛
t✐
❝
▼
♦
❞
❡
❧

❉
②
♥
❛
♠
✐❝
♦
❜
st
❛
❝
❧❡

❙
t❛
t✐
❝
♦
❜
st
❛
❝
❧❡

❉
✐s
t✉
r❜
❛
♥
❝
❡

❙
✐♠
✉
❧❛
t✐
♦
♥

❘
❡
❛
❧
❚
❡
st

❨
❡
❛
r

❚r❛❥❡❝t♦r②
❝♦♥tr♦❧

❋❖●P❈ ❘♦♠❡r♦❬✶✸✸❪ ❨ ◆ ◆ ❨ ❨ ◆ ✷✵✵✾
❋❖❙▼❈ ❚✐❛♥❬✶✸✹❪ ❨ ◆ ◆ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✹
❋❖P■❉ ❆❧✲▼❛②②❛❤✐❬✻❪ ❨ ◆ ◆ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✻
❋❖P■ ❚❡❥❛❞♦❬✶✸✺❪ ❨ ◆ ◆ ◆ ❨ ❨ ✷✵✶✶

❚❡❥❛❞♦❬✼❪ ❨ ◆ ◆ ◆ ❨ ❨ ✷✵✶✸
❖r♠❛♥❬✶✵✷❪ ❨ ◆ ◆ ❨ ❨ ❨ ✷✵✶✻

❋❖P❉ ❘♦❥❛s❬✽❪ ❨ ◆ ◆ ◆ ❨ ❨ ✷✵✶✼
❋❖❊❙❈ ❉❛❞r❛s❬✾❪ ❨ ◆ ◆ ◆ ❨ ◆ ✷✵✶✼

P❛t❤
♣❧❛♥♥✐♥❣✴
❈♦❧❧✐s✐♦♥
❛✈♦✐❞❛♥❝❡

❋❖P❋ ▼♦r❡❛✉❬✶✵❪ ❨ ❨ ◆ ❨ ❨ ◆ ✷✵✶✼

❍♦✇❡✈❡r✱ ✈❡r② ❢❡✇ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❡♠❜❡❞❞❡❞
✐♥ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐ts ♦❢ t❤❡ ❯❆❱s ♦r ❯●❱s ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r
❞✐s❝r❡t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥
tr❛❥❡❝t♦r② ♦r ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
✈❡❤✐❝❧❡s r❡q✉✐r❡ ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ❢❛st ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❈♦♥tr❛r✐❧②✱ ❛ s❡r✐♦✉s ❞r❛✇❜❛❝❦ ✐♥ ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r Dβ ✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤
r❡q✉❡sts ❛ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✶✵✸❪✳ ■t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ♠❛② ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
❜② ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐ss✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ❛♥❞ ❡✣❝✐❡♥t ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥
❧✐♠✐t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✉♥✐ts✳

❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥♦✈❡❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ t❤❛t ♣r♦❞✉❝❡s ❧♦✇ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r
❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥



✸✹ ▲✐t❡r❛t✉r❡ ❘❡✈✐❡✇

❬✶✸✻❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❛ ♠❡t❤♦❞♦❧♦❣② t♦ ❡♠✉❧❛t❡ ❋❖P■❉ ✉s✐♥❣ ❛ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ♥❡✉r❛❧ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤♦s❡ ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ r❡❞✉❝❡
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r r❡❛❧✲t✐♠❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦♥
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡rs❬✶❪✳

■♥ t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡✱ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❛❞✈❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ♦❢ ♥❡✇ ❋❖❈
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❛❧✐③❡❞✳ ❚❤✐s s✉r✈❡② ❤❛s st✉❞✐❡❞ t❤❡ ❝✉rr❡♥t st❛t❡
♦❢ ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ st✉❞✐❡s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ t❛❜❧❡ ✷✳✶ ❛♥❞ t❛❜❧❡ ✷✳✷ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✱ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t
♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❤♦❞s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❋❖❈ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✇✐❧❧ ❜❡ ❛ ♥❡❝❡ss✐t② ❢♦r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳

❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥✿

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❚✳ ❚✳ ▼❛❝✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳ ■♦♥❡s❝✉✳
✧❆ ❙✉r✈❡② ♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❯♥♠❛♥♥❡❞
❆❡r✐❛❧ ❛♥❞ ●r♦✉♥❞ ❱❡❤✐❝❧❡s✱✧ ✐♥ ■❊❊❊ ❆❝❝❡ss✱ ✷✵✶✾✱ ✼✱ ♣♣✳ ✻✻✽✻✹✲
✻✻✽✼✽✳
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❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s

❆❣❡♥ts

◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥
♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ t♦ ♦r❞❡rs ♦t❤❡r t❤❛♥ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r✳ ❘❡s❡❛r❝❤❡rs
❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ ❜❡tt❡r t✉♥✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲
❧♦♦♣ r❡s♣♦♥s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡①tr❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡s❡
❜❡♥❡✜ts✱ ♠❛♥② r❡s❡❛r❝❤❡rs ❤❛✈❡ ❢♦❝✉s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❬✾✹✱ ✾✺✱ ✾✼✱ ✾✾❪✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♥s✐❞❡rs ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r ❯❆❱s ✐♥ st❛t✐❝
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❆♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ♣❧❛t❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤
❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♦❢ r♦❜♦t✐❝s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❛s ❛♥ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥t❛❧ r❡s❡❛r❝❤ ♣❧❛t❢♦r♠ ❬✶✸✼❪✳

✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

■♥ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❯❆❱ ❛♥❞ ❯●❱✱ t❤❡ ♠♦st ❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥tr♦❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r s✐♠♣❧✐❝✐t② ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦st✳ ❚❤❡s❡
♣❧❛t❢♦r♠s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❛♥❞ ❝♦❧❧❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♠♦♥❣
✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ❝♦♠❜❛t✱ r❡s❝✉❡✱ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❡t❝ ❬✷✵❪✳
❚❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✳ ●✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥❝r❡❛s❡
✐♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣❧❛t❢♦r♠s✱ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ s♦❧✈✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s
♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧ ❤❛s ❛r✐s❡♥✳ ▼❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞✲
❞r❡ss❡❞ ❜② t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✉s✐♥❣ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

❚❤❡ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❯❆❱s ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ q✉❛❞r♦t♦r ❤❛s
❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ P■❉✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ ❜❛❝❦st❡♣♣✐♥❣✱ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱



✸✻ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❡t❝ ❬✶✸✽✱ ✶✸✾❪✳ ●✐✈❡♥ t❤❛t ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞✱ t♦❞❛②
t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡ ❢♦r q✉❛❞r♦t♦rs ✐s tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ ❢❛✉❧t✲
t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✳

❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ ❛ ✈❡❤✐❝❧❡ ❢♦❧❧♦✇ ❛ ♣r❡✲
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ♣❛t❤ ✐♥ s♣❛❝❡✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s✉❝❤
❛s ❛ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦r ❛ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❆ st✉❞②
❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣❛t❤ ✐s ❧❡ss ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ t❤❛♥ tr❛❝❦✲
✐♥❣ ❛ t✐♠❡❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ s✐❣♥❛❧ ❬✶✹✵❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs
❤❛s s♦♠❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs s✉❝❤ ❛s ❡❛s② t♦ ❞❡✲
s✐❣♥ ❬✶✹✶❪✱ s♠♦♦t❤❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ t❤❡ ♣❛t❤✱ ❧❡ss ❞❡♠❛♥❞ ❛♥❞ ❧❡ss ❧✐❦❡❧② t♦
❜❡ s❛t✉r❛t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❬✶✹✷✱ ✶✹✸❪✱ ❛ s♠❛❧❧❡r tr❛♥s✐❡♥t ❡rr♦r✱ ❛♥❞
♠♦r❡ r♦❜✉st♥❡ss❬✶✹✹❪✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❡♥❡r❛❧❧② ♦♣❡r❛t❡s ✇✐t❤
❛ ❝♦♥tr♦❧ ❜❧♦❝❦ ❦♥♦✇♥ ❛s t❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥❡r✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛❝❡✳
❙♦♠❡t✐♠❡s✱ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛♥❞ t❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣
❣❡♥❡r❛t♦r✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ s♠♦♦t❤✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❜❧♦❝❦ ✐s t♦
s♠♦♦t❤ t❤❡ ♣❛t❤ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❦✐♥❡♠❛t✐❝ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦❢ t❤❡
✈❡❤✐❝❧❡ ❬✶✹✺❪✳

❚❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❤❛s ❜❡❡♥ ✇✐❞❡❧② st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❯●❱s ✉s✐♥❣
t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜✉t ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ q✉❛❞r♦t♦rs ✐s ❛ r❡❧❛t✐✈❡❧②
♥❡✇ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞✳ ■♥ ❬✶✹✻❪ ❛ r❡❝❡♥t s✉r✈❡② ♦♥ t❤❡ ♣❛t❤ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥✲
tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ q✉❛❞r♦t♦rs ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❲❤✐❝❤ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡
❝♦♥tr♦❧ str✉❝t✉r❡s ❛♥❞ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ♠♦st ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✭❡✳❣✳ P■❉✱ ❜❛❝❦✲
st❡♣♣✐♥❣✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❡❛r✐③❛t✐♦♥✱ ▼P❈✱ s❧✐❞✐♥❣ ♠♦❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✮ t♦ s♦❧✈❡
t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛ ♣♦t❡♥t ♠❡t❤♦❞ t♦ ✐♠♣r♦✈❡
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤♦✉t ❛♥② ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦st ❬✶✶✻❪✳ ❘♦✲
❜✉st♥❡ss ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ❛r❡ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❖❈ ❛s
✐♥❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❬✶✹✼✱ ✶✹✽❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ ♦t❤❡r ❢❛❝t♦rs s✉❝❤
❛s ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✉♥♠♦❞❡❧❡❞ ❞②♥❛♠✐❝s✱ ❛♥❞ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s ❛r❡
♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❛s♣❡❝ts ❢♦r ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s
✐♥ tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ❬✶✹✾❪✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❋❖P❉ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡
♣❧❛t❢♦r♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦
❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ t✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚✇♦ t❡st s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡
❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✉s✐♥❣ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ✐♥t❡❣❡r✲
♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

✸✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ str✉❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ■ts ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❦❡❡♣s t❤❡ s✐♠♣❧✐❝✐t② ♠❛❦✐♥❣ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❣❡♥✲
❡r❛❧✐③❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥s ❬✾✹❪✳ ❚❤❡ ✐♥t❡❣r♦✲❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧



✸✳✸ ❚✉♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧❧❡rs ✸✼

❡q✉❛t✐♦♥ t❤❛t ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✐s ❣✐✈❡♥ ❜②✿

u(t) = kp

(

e(t) + kiD
−σe(t) + kdD

µe(t)

)

✭✸✳✶✮

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ t❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❬✾✺❪✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②

CFOPID(s) = kp

(

1 +
ki
sσ

+ kds
µ

)

✭✸✳✷✮

✇❤❡r❡ σ✱ µ ❛r❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡r♠s✱ kp✱ ki✱ kd ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✱ ✐♥t❡✲
❣r❛❧✱ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❣❛✐♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r P■✴P❉ ✭❋❖P■✴❋❖P❉✮ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

CFOPI(s) = kp

(

1 +
ki
sσ

)

✭✸✳✸✮

CFOPD(s) = kp

(

1 + kds
µ

)

✭✸✳✹✮

✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ µ, σ ∈ ✭✵✱✷✮

✸✳✸ ❚✉♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r P■❉

❈♦♥tr♦❧❧❡rs

✸✳✸✳✶ ❆ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✉s❡❞ t✉♥✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡s ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r P■✴P❉ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤r❡❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❋❖P■✴ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❬✾✹❪✳
❚❤❡s❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s r❡❢❡r t♦✿

✐✮ ❛ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ωgc✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s ❛ t✉♥✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❬✶✺✵❪✳ ❆ ❧❛r❣❡ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
✇✐❧❧ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ s♠❛❧❧❡r ❝❧♦s❡❞ ❧♦♦♣ s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✐♠♣♦s❡❞
❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st
❤♦❧❞✿

|Copen−loop(jωgc)| = 1 ✭✸✳✺✮

✇❤❡r❡ Copen−loop(s) ✐s t❤❡ ❧♦♦♣ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Copen−loop(s) = P (s)CFOC(s)✱ P (s) ✐s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
♣r♦❝❡ss t♦ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❛♥❞ CFOC(s) ✐s ❡✐t❤❡r t❤❡ ❋❖P■ ♦r ❋❖P❉
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✮ ❛♥❞ ✭✸✳✹✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✸✽ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

✐✐✮ ❛ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ φm ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ♠❡❛s✉r❡ ♦❢ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞
❛♥ ✐♥❞✐❝❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ ♦✈❡rs❤♦♦t ❬✶✺✵❪✳ ❆♥ ✐♥t❡r✈❛❧ ❜❡t✇❡❡♥
40◦ ❛♥❞ 70◦ ✐s ✉s✉❛❧❧② ✉s❡❞ ❢♦r ❛ ♣r♦♣❡r ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❚♦
❡♥s✉r❡ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ♦♥ t❤❡ s②st❡♠✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♠✉st ❤♦❧❞✿

∠Copen−loop(jωgc) = −π + φm ✭✸✳✻✮

✐✐✐✮ ■s♦✲❞❛♠♣✐♥❣ ♣r♦♣❡rt②✳ ❚❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠♦r❡
r♦❜✉st t♦ ❣❛✐♥ ❝❤❛♥❣❡s ❛♥❞ t❤❡ ♦✈❡rs❤♦♦t ♦❢ t❤❡ r❡s♣♦♥s❡ ✐s ❛❧♠♦st
❝♦♥st❛♥t ✇✐t❤✐♥ ❛ ❣❛✐♥ r❛♥❣❡✳ ❚♦ ❡♥s✉r❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♦✈❡rs❤♦♦t✱ ✐t ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❦❡❡♣ ❛ ❝♦♥st❛♥t ♣❤❛s❡ ♠❛r❣✐♥ ❛r♦✉♥❞ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❣❛✐♥
❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝②✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥✲❧♦♦♣
s②st❡♠ ♠✉st ❜❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t ❛r♦✉♥❞ t❤❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ωgc ❬✾✹❪✳ ❍❡♥❝❡✱
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✉st ❤♦❧❞✿

∠Copen−loop(jω)

dω

∣

∣

∣

∣

ω=ωgc

= 0 ✭✸✳✼✮

❚❤❡ t❤r❡❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐s✉❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❇♦❞❡
♣❧♦t ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✿ ❇♦❞❡ ❞✐❛❣r❛♠ ♦❢ t❤❡ ♦♣❡♥ ❧♦♦♣ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥s

❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭✸✳✸✮
❛♥❞ ✭✸✳✹✮✱ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ t❛❦✐♥❣ s→ jω✿



✸✳✸ ❚✉♥✐♥❣ ▼❡t❤♦❞s ❢♦r ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧❧❡rs ✸✾

CFOPI(jω) = kp

[

1 + kiω
−σ

(

cos
πσ

2
− j sin

πσ

2

)

]

✭✸✳✽✮

CFOPD(jω) = kp

[

1 + kdω
µ
(

cos
πµ

2
+ j sin

πµ

2

)

]

✭✸✳✾✮

❚❤❡ ♠♦❞✉❧✉s ❛♥❞ ♣❤❛s❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s✿
❋♦r t❤❡ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

|CFOPI(jω)| = kp

√

1 + 2kiω−σ cos
πσ

2
+ k2i ω

−2σ ✭✸✳✶✵✮

∠CFOPI(jω) = − atan

(

kiω
−σ sin πσ

2

1 + kiω−σ cos πσ2

)

✭✸✳✶✶✮

❛♥❞ ❢♦r t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

|CFOPD(jω)| = kp

√

1 + 2kdωµ cos
πµ

2
+ k2dω

2µ ✭✸✳✶✷✮

∠CFOPD(jω) = atan

(

kdω
µsinπµ2

1 + kdωµ cos
πµ
2

)

✭✸✳✶✸✮

❇② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ✭✸✳✺✮✕✭✸✳✼✮✱
✇❡ ❣❡t t❤r❡❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s

❋♦r ❛ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

kp

√

1 + 2kiω
−σ
gc cos

πσ

2
+ k2i ω

−2σ
gc =

1

|P (jωgc)|
✭✸✳✶✹✮

kiω
−σ
gc sin πσ

2

1 + kiωgc
cos

πσ

2
= tan (π − φm + ∠P (jωgc)) ✭✸✳✶✺✮

σkiω
−σ−1
gc sin πσ

2

1 + 2kiω
−σ
gc cos πσ2 + k2i ω

−2σ
gc

+
d∠P (jω)

dω

∣

∣

∣

∣

ω=ωgc

= 0 ✭✸✳✶✻✮

❙✐♠✐❧❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❜② ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s kd = ki ❛♥❞ µ = −σ✳

❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ✭✸✳✶✹✮✕✭✸✳✶✻✮ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ✉s✲
✐♥❣ ❡✐t❤❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦r ❣r❛♣❤✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡
❋❖P■✴❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❘❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s❡❞✱ t❤❡
♠♦❞✉❧✉s✱ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡✲
q✉❡♥❝② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳ ❋♦r t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r ✭sµ ♦r sσ✮
t♦ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ✜♥✐t❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❬✾✹✱ ✶✸✻❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢
t❤❡ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r s②st❡♠
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✹✵ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶✿ ❈♦♠♣✉t❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r P■✴P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠✲
❡t❡rs
✶ ❢♦r ωgc ❂ ωgcmin

t♦ ωgcmax
❞♦

✷ ❢♦r φm ❂ φmmin
t♦ φmmax

❞♦
✸ ❝♦♠♣✉t❡ kp ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✹✮ ❀
✹ ❝♦♠♣✉t❡ ✭ki ♦r kd✮ ❛♥❞ ✭σ ♦r µ✮ ✉s✐♥❣ ✭✸✳✶✺✮ ❛♥❞ ✭✸✳✶✻✮ ❀
✺ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r sσ ♦r sµ ❀
✻ ❝♦♠♣✉t❡ ❝❧♦s❡✲❧♦♦♣ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❀
✼ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ✭❡✳❣✳ ■❆❊✱ ■❙❊✱ ■❙❯✱ ❡t❝✮ ❀

✽ ❈❤♦♦s❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❡s✐❣♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦r s②st❡♠
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts

✸✳✸✳✷ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❆♣♣r♦❛❝❤

❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r ✉s✐♥❣ t❤✐s t✉♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❜❡❝❛✉s❡✱ ✐♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱
✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② s✐♠♣❧✐✜❡s
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ t✉♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝♦♥s✐sts ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❛
♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s
❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭▼❖❖✮ ♣r♦❜❧❡♠✳

▼❖❖ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ m ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❛♥❞ n ♦❜❥❡❝t✐✈❡s
❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

min J(X) = [J1(X), J2(X), . . . , Jn(X)]

Subject to : gi(X) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , k
hi(X) = 0, i = 1, 2, . . . , p

✭✸✳✶✼✮

✇❤❡r❡X = [x1, x2, . . . , xm] ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ Ji : Rn → R,
i = 1, 2, . . . , n ❛r❡ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✱ ❛♥❞ gi, hi ❛r❡ t❤❡ ✐♥❡q✉❛❧ ❛♥❞
❡q✉❛❧ ❝♦♥str❛✐♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠✳

❚♦ s♦❧✈❡ t❤❡ ▼❖❖ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t ❞♦ ♥♦t
r❡q✉✐r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ s✉❝❤ ❛s ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♠❡t❤♦❞✱
P❛r❡t♦ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❡✲❝♦♥str❛✐♥t ♠❡t❤♦❞✳ ❋♦r ♦✉r t✉♥✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐❧❧ ✉s❡
t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞ s✉♠ ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜❡❧♦✇✳

❲❡✐❣❤t❡❞ ❙✉♠ ▼❡t❤♦❞

❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝r❡❛t❡ ❛ s✐♥❣❧❡
s♦❧✉t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡✲♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r ✇❡✐❣❤t
❛s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✿



✸✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✿ ❆❘✳❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r ✹✶

min J(X) =

n
∑

i=0

wiJ̄i(X)

Subject to : gi(X) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , k
hi(X) = 0, i = 1, 2, . . . , p

✭✸✳✶✽✮

✇❤❡r❡ J̄i(X) = Ji(X)
|max(Ji(X))| ✱ wi > 0✳ ❚❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦❜❥❡❝t✐✈❡

❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ♠❛❣♥✐t✉❞❡s ❛♥❞ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞♦♠✐♥❛♥❝❡
✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ r❡✢❡❝t
♣r❡❢❡r❡♥❝❡s✴♣r✐♦r✐t✐❡s ♠♦r❡ ❛❝❝✉r❛t❡❧②❬✶✺✶❪✳

✸✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✿ ❆❘✳❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❋❖P❉ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ✈❛❧✲
✐❞❛t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ♠♦❞❡❧ ✐♥ t✇♦ t❡st s❝❡✲
♥❛r✐♦s✳

✸✳✹✳✶ ❆❘✳❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r ❙②st❡♠

❙②st❡♠ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥

❚❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦st q✉❛❞r♦t♦r✱ ✇❤♦s❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s
❛r❡ 517mm × 517mm ✇✐t❤ ♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❤✉❧❧ ❛♥❞ 451mm × 451mm ✇✐t❤♦✉t
♣r♦t❡❝t✐✈❡ ❤✉❧❧✳ ❚❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r ♣r♦♣❡❧❧❡r ❜❧❛❞❡s ❛rr❛♥❣❡❞
s②♠♠❡tr✐❝❛❧❧② ❛r♦✉♥❞ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ✉♥✐t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ s❡♥s♦rs ❛♥❞ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥✲
tr♦❧ ❜♦❛r❞ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞✳ ❚❤✐s q✉❛❞r♦t♦r ❤❛s ❢♦✉r ❜❛s✐❝ ♠♦✈❡♠❡♥ts✿ ♣✐t❝❤✱ r♦❧❧✱
t❤r♦tt❧❡ ❛♥❞ ②❛✇ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✷✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t s②st❡♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ♠♦t✐♦♥ s❡♥s♦rs t❤❛t t♦❣❡t❤❡r ❝♦♥st✐t✉t❡ t❤❡ ■♥❡rt✐❛❧ ▼❡❛s✉r❡♠❡♥t
❯♥✐t ✭■▼❯✮✳ ■t ❛❧s♦ ❤❛s ❛♥ ✉❧tr❛s♦♥✐❝ s❡♥s♦r ❛♥❞ ❛ ♣r❡ss✉r❡ s❡♥s♦r ❢♦r ❛❧✲
t✐t✉❞❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡
❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ ✸✲❛①✐s ♠❛❣♥❡t♦♠❡t❡r✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛♥❞ t❤❡
❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ✐s ♠❛❞❡ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❲✐✲❋✐ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ [30 −
100]m✱ ❢♦r ✐♥❞♦♦r ❛♥❞ ♦✉t❞♦♦r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ♣❧❛t❢♦r♠
❤❛s t✇♦ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✈✐❞❡♦ ❝❛♠❡r❛s t❤❛t ❛r❡ ♠♦✉♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❤✉❧❧✳ ❚❤❡
r❡s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r♦♥t ❝❛♠❡r❛ ✐s 1280× 720 ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r ♦♥❡ ✐s 640× 360
✇✐t❤ ❛ ✈✐❞❡♦ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s♣❡❡❞ ♦❢ ✸✵ ❋P❙ ❛♥❞ ✻✵ ❋P❙ ❢♦r t❤❡ ❢r♦♥t ❛♥❞
❧♦✇❡r ❝❛♠❡r❛s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤✐s ✢✐❣❤t ♣❧❛t❢♦r♠
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✻✷❪✳
▼♦❞❡❧
❚❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ❛ ♠✉❧t✐✈❛r✐❛❜❧❡ s②st❡♠✱ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ✇✐t❤
❛♥ ✉♥st❛❜❧❡ ♥❛t✉r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ♦♣❡r❛t✐♥❣ s②st❡♠ t❤❛t
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✷✿ ❆❘ ❉r♦♥❡ s②st❡♠

✐t ❤❛s✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ▲✐♥❡❛r ❚✐♠❡✲■♥✈❛r✐❛♥t ✭▲❚■✮
❙②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤r♦✉❣❤ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐❞❡♥t✐✜❝❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❡rr♦r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ Ps❡✉❞♦✲❘❛♥❞♦♠ ❇✐♥❛r② ❙✐❣♥❛❧ ✭P❘❇❙✮ s❡✈❡r❛❧
❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞✱ ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥
❬✶✺✷✱ ✶✺✸❪✳❚❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

Hx(s) =
x(s)

V xin(s)
=

7.27

s(1.05s+ 1)
e−0.1s

Hy(s) =
y(s)

V yin(s)
=

7.27

s(1.05s+ 1)
e−0.1s

Haltitude(s) =
z(s)

V zin(s)
=

0.72

s(0.23s+ 1)
e−0.1s

Hyaw(s) =
ψout(s)

V ψin(s)
=

2.94

s(0.031s+ 1)
e−0.1s

✭✸✳✶✾✮

✇❤❡r❡✱ x, y, z ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ψout ✐s t❤❡ yaw ❛♥❣❧❡ ✭rad✮✳ ❚❤❡ s②st❡♠
❤❛s ❢♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❛t❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s [V xin, V

y
in, V

z
in, V

ψ
in] ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❧✐♥❡❛r

✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♠❛♥❞s ❡♥❝♦❞❡❞ ✉♥❞❡r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣r♦t♦❝♦❧ ❢♦r t❤❡ ❞r♦♥❡✳ ❚❤❡s❡
❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧s ❛r❡ ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ [−1, 1] ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡
♣❡r❝❡♥t❛❣❡s ❜❡t✇❡❡♥ [0 − 100]✪ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♠♦✈❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳
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✸✳✹✳✷ ❚❡st ❙❝❡♥❛r✐♦ ■✿ ❙✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ▼✐ss✐♦♥

■♥ r❡❝❡♥t t✐♠❡s✱ ❯❆❱s ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ ♠❛♥② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞♦♠❛✐♥s ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ t❡r✲
r❛✐♥ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ s✉❝❤ ❛s s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ♣❤♦t♦❣r❛♠♠❡tr②✱ ❝✐✈✐❧ s❡❝✉r✐t②✱ ❞✐s❛st❡r
♠❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ❋♦r ❛❧❧ t❤❡s❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡
❛ r♦✉t❡ ♦r ♣❛t❤ ❢♦r t❤❡ ❞r♦♥❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st ❝♦✈❡r ❡✈❡r② ♣♦✐♥t ♦❢ ❛ ❝❡rt❛✐♥
❛r❡❛ ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s r♦✉t❡ ♦r ♣❛t❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❤❛♣❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❛r❡❛ t♦ ✐♥s♣❡❝t✱ s✉❝❤ ❛s r❡❝t❛♥❣✉❧❛r✱ ❝♦♥❝❛✈❡✱ ♦r ❝♦♥✈❡① ♣♦❧②❣♦♥s❬✶✺✹❪✳
❖✉r t❡st s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡
✉s✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣
❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t✉♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞
❛❣❛✐♥st t✇♦ ♦t❤❡r ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs s✉❝❤ ❛s ♠♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧
✇✐t❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✭▼P❈✲❊P❙❆❈✮ str❛t❡❣② ❛♥❞
■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✶✺✺❪✳

✸✳✹✳✷✳✶ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r P❉ ❉❡s✐❣♥

❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ✐♥❞✐❝❛t❡❞ ❜❡❧♦✇✿

CFOPD(s) = kp

(

1 + kds
µ

)

✭✸✳✷✵✮

✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ µ ∈ (0−2) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♦r❞❡r ❛♥❞ kp✱ kd ❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ❣❛✐♥s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤❡ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s t✉♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r
❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿

kp

√

1 + 2kiω
µ
gc cos

πµ

2
+ k2i ω

2µ
gc =

1

|P (jωgc)|
✭✸✳✷✶✮

kiω
µ
gcsin

πµ
2

1 + kiω
µ
gc cos

πσ
2

= tan (−π + φm − ∠P (jωgc)) ✭✸✳✷✷✮

µkiω
µ−1
gc sinπσ2

1 + 2kiω
µ
gc cos

πµ
2 + k2i ω

2µ
gc

+
d∠P (jω)

dω

∣

∣

∣

∣

ω=ωgc

= 0
✭✸✳✷✸✮

■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣❧❡t❡❧② t✉♥❡ t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s |P (jωgc)|✱
♣❤❛s❡ ∠P (jωgc) ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ❣❛✐♥ ❝r♦ss ♦✈❡r ❢r❡✲

q✉❡♥❝② d∠P (jω)
dω

∣

∣

∣

ω=ωgc

❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❦♥♦✇♥✳

❚♦ ❣❡t t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ♠♦❞❡❧
✭✸✳✶✾✮ ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ s②♠❜♦❧✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿



✹✹ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

P (s) =
K

s(τs+ 1)
e−bs, b > 0 ✭✸✳✷✹✮

✇❤❡r❡ K ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❣❛✐♥✱ τ ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ b ✐s t❤❡ t✐♠❡ ❞❡❧❛②✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧✉s✱ ♣❤❛s❡✱ ❛♥❞ ♣❤❛s❡ s❧♦♣❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❛t t❤❡ ❣❛✐♥
❝r♦ss♦✈❡r ❢r❡q✉❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛s✿

|P (jωgc)| =
K

ωgc
√

1 + (τωgc)2

∠P (jωgc) = − atan(τωgc)−
π

2
− bωgc

d∠P (jω)

dω

∣

∣

∣

∣

ω=ωgc

= −
τ

1 + (τωgc)2
− b

✭✸✳✷✺✮

✸✳✹✳✷✳✷ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❙tr❛t❡❣②

▼♦❞❡❧ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❛ t②♣❡ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛t ✉s❡s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♠♦❞❡❧ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦✈❡r ❛ t✐♠❡ ❤♦r✐③♦♥ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳ ❚❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❬✶✺✻❪ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞✳

❚❤✐s str❛t❡❣② ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢♦✉r ❜❛s✐❝ ♠♦✈❡✲
♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r✳ ❆ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❧♦♥❣ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ (N2)✱
❝♦✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❤♦r✐③♦♥ (N1)✱ ✜❧t❡r ♣❛r❛♠❡t❡r α✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❈✴❉ ❜❛s❡❞
♦♥ ❈❆❘■▼❆ ♠♦❞❡❧✱ ❛♥❞ ❛ s❤♦rt ❝♦♥tr♦❧ ❤♦r✐③♦♥ (Nu) ✇❛s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦
❛❝❤✐❡✈❡ ❛ ❢❛st r❡s♣♦♥s❡ ✇✐t❤♦✉t ♦✈❡rs❤♦♦t ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ ❬✶✺✺❪✳

✸✳✹✳✷✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ❋❖P❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t✇♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ❋❖P❉ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡
❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❆❧❣♦r✐t❤♠ ✶ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡s✐❣♥ s♣❡❝✐✜❝❛✲
t✐♦♥s✿ ♦✈❡rs❤♦♦t ♣❡r❝❡♥t ✪❖❙❁ ✺✪✱ s❡tt✐♥❣ t✐♠❡ ts < 3 s ❢♦r x, y, z ♣♦s✐t✐♦♥s
❛♥❞ ❛ s❡tt✐♥❣ t✐♠❡ ts < 2 s ❢♦r t❤❡ ❛♥❣❧❡✴♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭②❛✇✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ■❖P❉ ❛♥❞ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❞r✐✈❡rs
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✺✺❪✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶✳
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❚❛❜❧❡ ✸✳✶✿ ❈♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs

❋❖P❉
P❛r❡♠❡t❡r ①✱② ❝♦♥tr♦❧❧❡r ③ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ②❛✇ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

kp ✶✳✵✻ ✷✳✾✽ ✶✳✹✷
kd ✵✳✺✸ ✵✳✷✹ ✵✳✵✽
µ ✶✳✶✼ ✶✳✶✹ ✶✳✶✾

φm(deg) ✼✷ ✽✵ ✼✺
ωgc(rad/s) ✹✳✾ ✷ ✹

■❖P❉
kp ✵✳✶✺ ✶✳✻ ✶✳✺✷
kd ✵✳✾✻ ✵✳✹✻ ✵✳✵✽
N ✶ ✶ ✶

▼P❈✲❊P❙❆❈
N1 ✸ ✸ ✸
N2 ✶✼ ✶✽ ✻
Nu ✶ ✶ ✶
α ✵ ✵ ✵

❋✐❧t❡r 1
s2(1.05s+1)

1
s2(0.23s+1)

1
s2(0.031s+1)

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✸✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
❆❘✳❉r♦♥❡ ✐s r❡q✉❡st❡❞ t♦ ❢♦❧❧♦✇ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❤ t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ t❛❦❡✲
♦✛ ❛♥❞ ❧❛♥❞✐♥❣✳ ❚❤❡ t❛s❦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥ts✱
st❛rt✐♥❣ ❛t ♣♦✐♥t ✵ ❛♥❞ ❡♥❞✐♥❣ ❛t ✻✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✸✿ ✸❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✹ t♦ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ❛r❡ ✐❧❧✉s✲
tr❛t✐♥❣ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢r♦♠ ✵ t♦ ✶ ❢♦r ❛❧❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞
❛♥❣❧❡✴ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆❧❧ ❝♦♥tr♦❧s ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❞❡s✐r❡❞ ❜❡❤❛✈✐♦r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤✲
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❋✐❣✳ ✸✳✹ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✺ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭①✱②✮
✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❲❤❡r❡✱ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❋❖P❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r
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♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞
❜❡tt❡r t❤❛♥ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✿ P♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ (x)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✺✿ P♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ (y)

❲❤✐❧❡✱ ❋✐❣✳ ✸✳✻ ❛♥❞ ❋✐❣✳ ✸✳✼ ❞❡♣✐❝t t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❛❧t✐t✉❞❡ ✭③✮ ❛♥❞ ❛♥✲
❣❧❡✴♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭②❛✇✮ ❝♦♥tr♦❧✳ ❚❤✐s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t ❋❖P❉ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r
♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❛ ❢❛st❡r r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❛♥ ■❖P❉ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡r✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✻✿ ❆❧t✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧ (z)

❋✐❣✉r❡ ✸✳✼✿ ❆♥❣❧❡✴♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ (yaw)

❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r x ❛♥❞ y ❛①✐s✱ ❛ ♠♦r❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐s ♦❜s❡r✈❡❞
✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✽✳ ❋r♦♠ ✇❤✐❝❤✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥♦t✐❝❡❞ t❤❛t ❋❖P❉ ❛♥❞ ▼P❈✲❊P❙❆❈
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❛♥ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇✐♥❞ ❣✉st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❡①tr❡♠❡❧②
✐♠♣♦rt❛♥t ❢♦r ❯❆❱s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥♥♦t ❤❛♥❞❧❡ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝✲
t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ♣r♦♣❡r❧②✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❯❆❱ ✇✐❧❧ ❤❛✈❡ ❞❡t❡r✐♦r❛t❡❞ ❛♥❞
✐t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥ ❝❛✉s❡ ❛ ❝r❛s❤✳ ❋✐❣✳ ✸✳✾ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡s♣♦♥s❡✱
✇❤❡r❡ ✇✐♥❞ ❣✉sts ❜❡t✇❡❡♥ [0.3 − 0.7]m/s ❞✉r✐♥❣ 0.5s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✱ t❤❡
r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s t❤❡ s❤♦rt❡st s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧
♦✈❡rs❤♦♦t ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✽✿ ✷❉ ✈✐s✉❛❧✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡

❋✐❣✉r❡ ✸✳✾✿ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ ✐♥❞❡①❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧
❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭■❆❊✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭■❙❊✮ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

IAE =

Ns−1
∑

k=0

|ri(k)− yi(k)|; ISE =

Ns−1
∑

k=0

(ri(k)− yi(k))
2, i = 1, . . . , 4

✭✸✳✷✻✮
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣

t♦ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ ■❆❊ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✱❋❖P❉ ❛♥❞ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ♦❜t❛✐♥
❛ s✐♠✐❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❍❡♥❝❡✱ ❜♦t❤ ♣r❡s❡♥t ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳



✸✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✿ ❆❘✳❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r ✹✾

❚❛❜❧❡ ✸✳✷✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs

❈♦♥tr♦❧ ■♥❞❡① ❋❖P❉ ■❖P❉ ❊P❙❆❈

①
■❆❊ ✻✻✳✼✻ ✼✻✳✻✺ ✺✺✳✶✷
■❙❊ ✶✽✶✳✽✸ ✾✻✷✳✵✶ ✶✾✶✳✾✼

②
■❆❊ ✻✻✳✼✻ ✼✻✳✻✺ ✺✺✳✶✷
■❙❊ ✻✹✳✼✼ ✸✹✻✳✻✹ ✻✼✳✻✽

③
■❆❊ ✼✶✳✺✽ ✽✸✳✾✽ ✻✽✳✾✵
■❙❊ ✶✹✳✹✵ ✷✸✳✽✽ ✷✻✳✾✹

②❛✇
■❆❊ ✷✵✳✾✵ ✶✺✳✸✹ ✶✺✳✺✼
■❙❊ ✶✹✳✼✶ ✶✸✳✷✼ ✷✸✳✺✹

❚♦t❛❧
■❆❊ ✺✻✳✺✻ ✻✸✳✶✺ ✹✽✳✻✼
■❙❊ ✻✽✳✾✷ ✸✸✻✳✹✺ ✼✼✳✺✸

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ■❙❊ ✐♥❞❡① ✐♥❞✐❝❛t❡❞ t❤❛t ❋❖P❉ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❣❛✐♥✲
❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞ ❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ tr❛♥s✲
❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts ♦✈❡r x ❛♥❞ y✱ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡✴♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♣r♦✈❡ t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ♦❜t❛✐♥ s✐♠✲
✐❧❛r r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ ▼P❈✲❊P❙❆❈✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❋❖P❉
❛❝❤✐❡✈❡s ❜❡tt❡r ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❞✉r✐♥❣ tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧ ♠♦✈❡♠❡♥ts
♦✈❡r x ❛♥❞ y✱ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ❛♥❣❧❡✴♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✳ ■t ❝❛♥ tr❛♥s❧❛t❡ ❛s ❛♥
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❡r②
✉s❡❢✉❧ ❢♦r s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳

✸✳✹✳✸ ❚❡st ❙❝❡♥❛r✐♦ ■■✿ ❊♠❡r❣❡♥❝② ❍❡❛❧t❤ ❈❛r❡

❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❯❆❱ ✇✐t❤ t❤❡✐r ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ ♣❛r❝❡❧ ❞❡❧✐✈❡r② ❛♥❞ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ♠❛✐♥t❡✲
♥❛♥❝❡ ❬✶✹✻❪✳ P❛r❝❡❧ ❞❡❧✐✈❡r② ✇✐t❤ ❯❆❱ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r② ♦❢ ♠❡❞✐❝✐♥❡s✱ ❆❊❉ ✭❛✉t♦♠❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡✜❜r✐❧❧❛t♦r✮✱
❜❧♦♦❞ ❜❛❣s✱ ✈❛❝❝✐♥❡s ❬✶✺✼❪✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝❛♣❛❝✐t② t♦ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② r❡❞✉❝❡ t❤❡
❝♦st ❛♥❞ t✐♠❡ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡❧✐✈❡r ♣❛r❝❡❧s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡② ❝❛♥ ❛❝❝❡ss
❤❛r❞✲t♦✲r❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ tr❛♥s♣♦rt❛t✐♦♥ ❞❡✜❝✐❡♥❝②✱ ✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡
♦r ❝❧♦s❡❞ r♦❛❞s ❜② ❛❞✈❡rs❡ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡t❝✳ ❋♦r t❤✐s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r♦✉t❡ ♦r ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts ✐♥
s♣❛❝❡ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡✬s ♠♦t✐♦♥ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♦❜st❛❝❧❡s✳

■♥ t❤✐s st✉❞②✱ ❤✐❣❤✲s♣❡❡❞ ❧♦✇✲❝♦st ❞r♦♥❡s ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❧♦❛❞ ❝❛♣❛❝✐t✐❡s ❢♦r
t❤❡ ❞❡❧✐✈❡r② ♦❢ ♠❡❞✐❝✐♥❡s ♦r ♠❡❞✐❝❛❧ ❡q✉✐♣♠❡♥t ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞✱ ❡✳❣✳ ❛♥
❛✉t♦♠❛t❡❞ ❡①t❡r♥❛❧ ❞❡✜❜r✐❧❧❛t♦r ✭❆❊❉✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵ s❤♦✇s ❛♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❝❛s❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❇✳ ❚❤✐s ❡♠❡r❣❡♥❝② ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ❜② t❤❡ ❤♦s♣✐t❛❧
❧♦❝❛t❡❞ ❛t ♣♦✐♥t ❆✱ ✇❤✐❝❤ s❡♥❞s ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤r❡❡ q✉❛❞r♦t♦rs ✇✐t❤ ♠❡❞✐❝❛❧
❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ♠❡❞✐❝✐♥❡s t♦ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣♦✐♥t ❇✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡
t❤❛t t❤❡ ❞r♦♥❡s ♠✉st ❤❛✈❡ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❝r♦ss t❤❡ ❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐✛❡r❡♥t
t②♣❡s ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣s ❛♥❞ ♦❜st❛❝❧❡s t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❡♥❞✲♣♦✐♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r



✺✵ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✵✿ P✐❝t♦r✐❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ ❛♥ ❡♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ t❛❝❦❧❡❞ ✇✐t❤ ❡♠❡r❣❡♥❝②
❡q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ♠❡❞✐❝✐♥❡s ❞❡❧✐✈❡r② ✇✐t❤ ❆❘✳❉r♦♥❡

t❡st s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞
♦❢ ❛ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥❡r✱ ❛ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ❛ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t
♦✉r r❡s❡❛r❝❤ ❣♦❛❧ ✐s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r t❤❡
❯❆❱✳

✸✳✹✳✸✳✶ P❛t❤ P❧❛♥♥❡r

❚❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥❡r ✐s ❛ ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ✜♥❞ ❛♥
♦♣t✐♠❛❧ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥ts ✐♥ s♣❛❝❡✳ ❆ ❝♦❧❧✐s✐♦♥✲❢r❡❡ ♣❛t❤ ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣✲
♣❧✐❡❞ t♦ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s♣❛❝❡ ❢♦r t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❯❆❱s✳ ❚❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣
♣r♦❜❧❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ❜② ❝♦♥str✉❝t✐♥❣ ❛ ❣r❛♣❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ st❛rt ❝❡❧❧ ✐s t❤❡ ♦♥❡
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ st❛rt ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝❡❧❧ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❣♦❛❧ ♣♦✐♥t✳
❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧s t♦ ❜❡
♣❛ss❡❞✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ❯❆❱ ♣❛t❤ ✐s ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❧✐♥❦✐♥❣ t❤❡ ♠✐❞❞❧❡ ♣♦✐♥ts ♦❢
t❤❡ ❧✐♥❡ s❡❣♠❡♥ts s❤❛r❡❞ ❜② s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❝❡❧❧s ❢r♦♠ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚♦ ❣❡♥❡r❛t❡
❛ r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠♦♦t❤ ❛♥❞ s❛❢❡ tr❛❥❡❝t♦r② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇❛②♣♦✐♥ts
✭❢r♦♠ ❉✐❥❦str❛✬s ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❬✶✺✽❪✮✱ ❛ ✜❢t❤✲♦r❞❡r ♠✐♥✐♠✉♠ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ tr❛✲
❥❡❝t♦r② ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ s♣❡❡❞✱ s❛❢❡t②✱ ❛♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❬✶✺✾❪✳ ■t ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ ♠✐♥✐♠❛❧ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ✇❛②♣♦✐♥ts✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
t❤❛t t❤❡ ❯❆❱ ♣❛t❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ n s❡❣♠❡♥ts✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 4× n ❝♦♥str❛✐♥ts ✇❤✐❝❤



✸✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✿ ❆❘✳❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r ✺✶

✐♥❝❧✉❞❡ ✹ ❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r t❤❡ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❛♥❞ t❤❡ ❡♥❞✐♥❣ ♣♦✐♥t❀ 4× (n−1)
❝♦♥str❛✐♥ts ❢♦r ♦t❤❡r n− 1 ✇❛②♣♦✐♥ts✱ t❤❛t ✐s✿

xstart(t = 0) = p0; xend(t = Tend) = pend

ẋstart(t = 0) = 0; ẋend(t = Tend) = 0

xi(ti) = pi; xi−1(ti) = pi

ẋi(ti) = ẋi−1(ti); ẍi(ti) = ẍi−1(ti)

✭✸✳✷✼✮

✇❤❡r❡ [xi(t), ẋi(t), ẍi(t)] ❛r❡ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡
✇❛②♣♦✐♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✸✳✹✳✸✳✷ ▲❡❛❞❡r✲❋♦❧❧♦✇❡r ▼❡t❤♦❞

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✭❋❈✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❞❡❝❡♥tr❛❧✐③❡❞ ❧❡❛❞❡r✲
❢♦❧❧♦✇❡r ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ❯❆❱ ❢♦❧❧♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❋❈ ✐s
t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❡❝❤❡❧♦♥ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮ ✐♥ t❤❡ ❳✲❨ ♣❧❛♥❡✱
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛t ❛♥ ❛❧t✐t✉❞❡ z✳ ❍❡♥❝❡✱ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r
tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❡❛❝❤ ❢♦❧❧♦✇❡r✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ✭m✮
❛♥❞ ❛♥❣❧❡ α ✭rad✮ ❜❡t✇❡❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛♥❞ ❧❡❛❞❡r✳ dx ❛♥❞ dy ❛r❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts
♦❢ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ d ✐♥ t❤❡ ❳✲❨ ♣❧❛♥❡ ❛s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✶✳

❚❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r PF (XF , YF , ZF ) ✉s❡s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❧❡❛❞❡r PL(XL, YL, ZL) ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❢♦❧❧♦✇❡r ❯❆❱ ✐♥ t❤❡ ❋❈✳

dx = XL −XF ; dy = YL − YF ; dz = ZL − ZF ✭✸✳✷✽✮

❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡rr♦rs ❢♦r x✱ y ❛♥❞ z ♠✉st ❢✉❧✜❧❧ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✿

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✶✿ ▲❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r ❯❆❱ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❳✲❨ ♣❧❛♥❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠ ❬✶✶❪



✺✷ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

limt→∞ ‖ex‖ = limt→∞ ‖ddx − dx‖ = 0

limt→∞ ‖ey‖ = limt→∞ ‖ddy − dy‖ = 0

limt→∞ ‖ez‖ = limt→∞ ‖ddz − dz‖ = 0

✭✸✳✷✾✮

✇❤❡r❡ ddx✱ d
d
y ❛♥❞ ddz ❛r❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛♥❞

❢♦❧❧♦✇❡r ✐♥ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ s♦♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❋❈✿

• Assumption 1 : ❡✈❡r② q✉❛❞r♦t♦r ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❧❡❛❞❡r ✐♥ t❤❡ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦✳

• Assumption 2 : t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧♦ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢
❯❆❱s✳

• Assumption 3 : t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ❛♥②
q✉❛❞r♦t♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐ts ♠♦✈❡♠❡♥t ✐s ♥♦t ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ♦t❤❡r q✉❛❞r♦✲
t♦rs✳

• Assumption 4 : t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❦♥♦✇s t❤❡ t❛r❣❡t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ❝❛♥ s❡♥❞
♣❛r❛♠❡tr✐③❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛s ❛ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✿ ❧❡❛❞❡r ♣♦s✐t✐♦♥
✭PL✮ ❛♥❞ ❧❡❛❞❡r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭ψL✮✳

✸✳✹✳✸✳✸ ❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣②

❚❤❡ ❣❡♥❡r✐❝ tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❋❖P❉ ❛♥❞ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ✭✸✳✸✵✮ ❛♥❞ ✭✸✳✸✶✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

CFOPD(s) = kp

(

1 + kds
µ

)

✭✸✳✸✵✮

CIOPD(s) = kp

(

1 + kd
Ns
s+N

)

✭✸✳✸✶✮

✇❤❡r❡✱ kp ✐s t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❡r♠✱ kd ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠✱ µ ∈ (0, 2) ✐s t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❛♥❞ N ✐s t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✜❧t❡r ❝♦❡✣❝✐❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s
t❤❡ ♣♦❧❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇✲♣❛ss ✜❧t❡r ✐♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ t❡r♠✳

❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲
❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❆ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛ s✉❝❤ ❛s s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ✭Ts✮✱ ♦✈❡rs❤♦♦t
♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ✭%OS✮✱ ❛♥❞ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r ✭SSE✮✳

J1(X) = Ts; J2(X) = %OS; J3(X) = SSE ✭✸✳✸✷✮

✇❤❡r❡ X = [kp kd µ] ❛♥❞ X = [kp kd] ❛r❡ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❢♦r
❋❖P❉ ❛♥❞ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳



✸✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✿ ❆❘✳❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r ✺✸

❚❤❡ ♠✉❧t✐✲♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ P❙❖ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢♦r P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✸✳✸✷✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞✲
s✉♠ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺✶❪✳

J =

3
∑

i=1

ωiJ̄i(X) ✭✸✳✸✸✮

✇❤❡r❡ J̄i(X) = Ji(X)
|max(Ji(X))| ✱ ωi > 0 ❛♥❞

∑3
i=1 ωi = 1✳ ❋♦r t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢

t❤❡ st✉❞② ❝❛s❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡t ❛s ω1 = 0.75✱
ω2 = 0.15 ❛♥❞ ω3 = 0.1 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳

❚♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✐t ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡
sµ t❡r♠ t♦ ❛ r❛t✐♦♥❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜② ✉s✐♥❣ s♦♠❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ s✉❝❤
❛s✿ t❤❡ ▼♦❞✐✜❡❞ ❖✉st❛❧♦✉♣ ❋✐❧t❡r ❬✾✹❪✱❛ ❧♦✇✲♦r❞❡r ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✸✻❪✱❡t❝✳ ■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ✉s❡❞ ✇❛s t❤❡ ▼♦❞✲
✐✜❡❞ ❖✉st❛❧♦✉♣ ❋✐❧t❡r✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✉s❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❙❖ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠ ❢♦r t✉♥✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡
♠♦❞❡❧ ❛r❡✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭Np = 50✮✱ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s
✭Tmax = 50✮ ❛♥❞ ❛❝❝❡❧❡r❛t✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ✭c0 = 0.5✱ c2 = 0.5✱ γ = 0.95✮✳ ❚❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ x ❛♥❞ y ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ✭r❡❝❛❧❧ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✾✮✮✳ ❋✐❣✳ ✸✳✶✷ s❤♦✇♥ t❤❡ x✱ y✱
z ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ yaw ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❜♦t❤ t②♣❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs r❡s♣♦♥❞ ❢❛st ❛♥❞
✇✐t❤♦✉t ♦✈❡rs❤♦♦t✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ✐♥♣✉ts ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✷✿ ❋❖P❉✴■❖P❉ st❡♣ r❡s♣♦♥s❡

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r
❡❛❝❤ ❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ ❯❆❱ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✳

❖♥ ✜rst t❤♦✉❣❤t✱ ♦♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛r❣✉❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ■❖P❉



✺✹ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r P■❉ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❚❛❜❧❡ ✸✳✸✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠

❋❖P❉
P❙❖ ①✱② ❝♦♥tr♦❧❧❡r ③ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ②❛✇ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
kp ✵✳✻✽✵ ✺✳✻✵✶ ✶✳✹✻✶
kd ✶✳✵✵✷ ✵✳✷✾✺ ✵✳✵✼
µ ✶✳✵✸✽ ✵✳✾✻✶ ✵✳✾✹✽

❙❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡✭s✮ ✵✳✹✻✺ ✵✳✹✺✼ ✵✳✻✾✶
❖✈❡rs❤♦♦t ✭✪✮ ✵ ✵ ✵

■❖P❉
kp ✵✳✹✵✵ ✹✳✸✺✻✵ ✶✳✵✺✶✸
kd ✶✳✵✺✻ ✵✳✷✵✼✹ 1.004× 10−4

N ✺✵ ✺✵ ✺✵
❙❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡✭s✮ ✵✳✽✻✼ ✵✳✼✸✺ ✵✳✻✾✸
❖✈❡rs❤♦♦t ✭✪✮ ✵ ✵ ✵

❛♥❞ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡ ✇❤✐❧❡ ♦❜s❡r✈✐♥❣ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ µ
❝❧♦s❡ t♦ ✶✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❛♥ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ✐ts ✉♥❧✐♠✐t❡❞
♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝❛♥ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s♣♦♥s❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t
t✐♠❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ■t ❝❛♥ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❜❡tt❡r ❛❝❝✉r❛t❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧
❝❛❧❝✉❧✉s ♠❡t❤♦❞s ✇✐t❤♦✉t ♠❡♠♦r② ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❧② ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❛s❡✳

✸✳✹✳✸✳✹ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❆♥❛❧②s✐s ❘❡s✉❧ts

❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ♣❛rts✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤r♦✉❣❤ ✇✐♥❞ ❣✉st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥
[0.5 − 1.2]m/s ❞✉r✐♥❣ 0.5s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✸✳ ❚❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❤♦rt❡st s❡tt❧✐♥❣ t✐♠❡ ❛♥❞ ❧❡ss ♦✈❡rs❤♦♦t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡
■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✉s✐♥❣ t✇♦ ❯❆❱ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛♥❞
❛ ❧❡❛❞❡r ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❛s t❤❡ t❡st ❝❛s❡ st✉❞②✳

■♥ t❤✐s ❡♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛s❡ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✸✳✶✵✮ t❤❡ s✇❛r♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ s✐♥❣❧❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ q✉❛❞r♦t♦r ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✭s❡❡ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✶✮
❛♥❞ r❡q✉✐r❡❞ ❞✐st❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡r ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❡❝❤❡❧♦♥
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ✉s❡❞✳

❚❤❡ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✹✳✸✳✶ ❣❡♥❡r❛t❡s t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♣❛t❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ s✇❛r♠✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇❡rs ❛r❡✿ PL = [10, 2, 0]T ✱ PF1 = [10.8, 2.8, 0]T ❛♥❞
PF2 = [9.2, 1.2, 0]T r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❤✐❧❡✱ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✐st❛♥❝❡s
✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ❧❡❛❞❡r ❛r❡✿ ddF1 = [0.8, 0.8, 0]m✱ ddF2 = [−0.8,−0.8, 0]m✳



✸✳✹ ❈❛s❡ ❙t✉❞②✿ ❆❘✳❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r ✺✺

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✸✿ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❡♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ❛t ❧♦❝❛t✐♦♥ ❇ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✹✳ ❚❤❡ ❧❡❛❞❡r ❯❆❱ ✐s s✉❜❥❡❝t❡❞ t♦ ✇✐♥❞ ❣✉sts✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❧❡t❡ s❝❡♥❛r✐♦ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r t❤✐s ❝❛s❡✿ t❤❡ t❛❦❡♦✛✱ tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡
❣❧♦❜❛❧ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❯❆❱s
s✇❛r♠ ❢r♦♠ ❛ ✸❉ ❛♥❞ ✷❉ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥✳

❆ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣❧♦t ❢♦r t❤❡ x✱ y✱ z ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ yaw ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❯❆❱s s✇❛r♠ ✇✐t❤ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r
❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇✐♥❞ ❣✉st ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✸✳✶✺✳

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s s✉❝❤ ❛s ■❆❊✱ ■❙❯ ❛♥❞ ■❙❊ ❛r❡ ✉s❡❞ t♦
♠❡❛s✉r❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣✱ ❡♥❡r❣② ✉s❡❞ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ♦❜t❛✐♥ ❜❡tt❡r r❡❢❡r❡♥❝❡
tr❛❝❦✐♥❣✱ ❧❡ss ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s t❤❛♥
■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ t❤❡ t❡st s❝❡♥❛r✐♦✳ ❚❤❡ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡
❋❖P❉ t✉♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❡t❤♦❞s ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♥ t❤❡ P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ✐♥
s❤♦rt s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❜② ❛ ❧♦✇❡r ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥❝r❡❛s❡❞ r♦❜✉st♥❡ss
♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛②✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❧❛t❡❞ ❛♥
✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✢✐❣❤t t✐♠❡✱ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✇✐♥❞ s♣❡❡❞ r❡s✐st❛♥❝❡✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❢♦r ❤❡❛❧t❤ ❡♠❡r❣❡♥❝② ♠✐ss✐♦♥s✳
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✭❛✮

✭❜✮

✭❝✮

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✹✿ ❊♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❯❆❱s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇✐♥❞
❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ✭❛✮ ✸❉ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ✭❜✮ ✷❉ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ❋❖P❉ ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs ❛♥❞ ✭❝✮ ✷❉ ♣❛t❤ ✇✐t❤ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs



✸✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✺✼

❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✺✿ ❊♠❡r❣❡♥❝② ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ✇✐t❤ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❯❆❱s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇✐♥❞
❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳

❚❛❜❧❡ ✸✳✹✿ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s

❈♦♥tr♦❧ ■♥❞❡①❡s ❋❖P❉ ■❖P❉

①
■❆❊ ✸✶✽✳✼✶ ✹✾✾✳✵✽
■❙❯ ✾✶✳✶✷ ✶✶✻✳✼✻
■❙❊ ✻✸✳✾✻ ✶✹✹✳✺✹

②
■❆❊ ✶✾✷✳✹✹ ✸✵✶✳✵✹
■❙❯ ✺✹✳✻✺ ✼✸✳✽✾
■❙❊ ✶✻✸✳✹✸ ✸✼✵✳✵✻

③
■❆❊ ✷✽✻✳✺✾ ✸✻✾✳✸✷
■❙❯ ✼✵✾✳✼✻ ✼✵✽✳✾✼
■❙❊ ✶✶✳✸✶ ✶✽✳✼✻

②❛✇
■❆❊ ✶✻✷✳✻✹ ✶✻✽✳✵✾
■❙❯ ✻✼✳✼✺ ✽✹✳✷✸
■❙❊ ✹✵✳✽✼ ✶✼✼✳✷✼

❚♦t❛❧
■❆❊ ✷✹✵✳✵✾ ✸✸✹✳✸✽
■❙❯ ✷✸✵✳✽✷ ✷✹✺✳✾✻
■❙❊ ✻✾✳✽✾ ✶✼✼✳✻✺

✸✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ ♠❡t❤♦❞s t♦ t✉♥❡ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛♣✲
♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤
✐s ❛ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♣❡❝✲
✐✜❝❛t✐♦♥s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡s❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
❞❡s✐❣♥❡r✬s ♣r❡❢❡r❡♥❝❡s ♦r s②st❡♠ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ♦❢
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❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤❡r❡❜② ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❚❤✐s ▼❖❖ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❢♦r✲
♠✉❧❛t❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛s ❛ s✐♠♣❧❡ ♦♥❡ ✉s✐♥❣ t❤❡
✇❡✐❣❤t❡❞✲s✉♠ ♠❡t❤♦❞✳ ❚❤✐s ♣r♦❜❧❡♠ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t✉♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ t✇♦ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣
❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐♥t❡❣❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥✿

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❚✳ ▼✳ ❚❤✐✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳ ■♦♥❡s❝✉✳
✧▼✉❧t✐♣❧❡ ❯❆❱s ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ❊♠❡r❣❡♥❝② ❊q✉✐♣♠❡♥t ❛♥❞ ▼❡❞✐❝✐♥❡s
❉❡❧✐✈❡r② ❇❛s❡❞ ♦♥ ❖♣t✐♠❛❧ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧❧❡rs✧✳ ■♥ ■❊❊❊
■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❙②st❡♠s✱ ▼❛♥ ❛♥❞ ❈②❜❡r♥❡t✐❝s ✭❙▼❈✮✱
❇❛r✐✱ ■t❛❧②✱ ♣♣✳ ✸✶✽✲✸✷✸✱ ✷✵✶✾✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❈✳ ❈♦♣♦t✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❉✳ P❧❛③❛✳ ✧❋r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r P❉ P❛t❤✲❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛♥ ❆❘✳ ❉r♦♥❡ ◗✉❛❞r♦t♦r✧✳
■♥ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❆♣♣❧✐❡❞ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥❝❡
❛♥❞ ■♥❢♦r♠❛t✐❝s ✭❙❆❈■✮✱ ❚✐♠✐s♦❛r❛✱ ❘♦♠❛♥✐❛✱ ♣♣✳✷✾✶✲✷✾✻✱ ✷✵✶✽✳



4
❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r

❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭▼P❈✮ ❛♥❞ P■❉ ❝♦♥tr♦❧ ❛r❡ t✇♦ ♦❢ t❤❡ ♠♦st ✇✐❞❡❧②
❛♣♣❧✐❡❞ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✉str② ❬✶✻✵❪✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ s❡✈❡r❛❧ ❛✉t❤♦rs
❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✇♦r❦s r❡❧❛t❡❞ t♦ tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
❛❣❡♥ts s✉❝❤ ❛s ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s ❬✷✺✱ ✶✺✺✱ ✶✻✶✱ ✶✻✷❪✳ ■♥ ▼P❈ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❛❧✇❛②s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞
✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ❝♦♥st❛♥t ♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡s❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ✐ts
❜❡♥❡✜ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦s✲
s✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❛ r❡❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ♦r❞❡r ❬✾✹❪✳ ❚❤❛♥❦s
t♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✛❡r❡❞ ❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛ ♥❡✇ t②♣❡ ♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▼P❈✲❊P❙❆❈
❛❧❣♦r✐t❤♠✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ▼♦❞❡❧ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✇✐t❤
❊①t❡♥❞❡❞ Pr❡❞✐❝t✐♦♥ ❙❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧ ✭❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✮ str❛t❡❣② ❢♦r
♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r✳

✹✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❚❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ❤❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛ ❣r❡❛t ✐♥t❡r❡st ♦♥ ❯♥♠❛♥♥❡❞ ❆❡r✐❛❧
❱❡❤✐❝❧❡s ✭❯❆❱s✮✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✉s❡ ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✐♥✲
❞✉str② ❛♥❞ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❡❝❛✉s❡ ❞r♦♥❡s ❝❛♥ ♣❡r❢♦r♠ ❞❛♥❣❡r✲
♦✉s t❛s❦s ❛♥❞ ❛❝❝❡ss r❡♠♦t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❞❛♥❣❡r♦✉s ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❇❡s✐❞❡s✱
t❤❡② ❛r❡ ❢❛st ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t❤❡♠ t♦ ♣❡r❢♦r♠ r❛♣✐❞ ✢✐❣❤t
♠❛♥❡✉✈❡rs ❛♥❞ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❯❆❱s ✭❡✳❣✳ s✇❛r♠✱ ✢♦❝❦✐♥❣✱ ❡t❝
❬✶✻✸❪✮✳

▼P❈ ✐s t❤❡ ♠♦st s✉✐t❛❜❧❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣② t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛♥❞



✻✵ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ♦❜t❛✐♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✉♥❝❡r✲
t❛✐♥t②✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r
▼P❈ ✭❋❖▼P❈✮ str❛t❡❣② r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐s❧❛♥❞❡❞ ♠✐❝r♦❣r✐❞✱ ✐♥❞✉str✐❛❧ ❤❡❛t✲
✐♥❣ ❢✉r♥❛❝❡s✱ ❧❛t❡r❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✐t✉❞✐♥❛❧ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ r❛✐❧✲✈❡❤✐❝❧❡ ❛♥❞ ❛
❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡ ❬✶✻✹❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇♥ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡✲
s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✐♥ t❡r♠s ♦❢ r♦❜✉st♥❡ss✱ ♣❛②❧♦❛❞
✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❡t❝ ❬✶✶✻❪✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡
❛rt ❛♥❞ ❛ r❡❝❡♥t r❡✈✐❡✇ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✉♥♠❛♥♥❡❞
❛❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ r❡s❡❛r❝❤ r❡♣♦rt❡❞ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♦r❞❡r ▼P❈ ✇✐t❤ t❤❡s❡ ♣❧❛t❢♦r♠s❬✶✹✾❪✳

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ ❋❖▼P❈ ✇✐t❤ ❡①t❡♥❞❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ s❡❧❢✲❛❞❛♣t✐✈❡ ❝♦♥✲
tr♦❧ ✭❊P❙❆❈✮ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❡r♠❡❞ ❛s t❤❡ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✱ t♦ r❡❛❝❤ ♦♣t✐♠❛❧
♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r
❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❇❡s✐❞❡s✱ ❛ ♣❛rt✐✲
❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠s ✭α✱β✮ ✐♥
t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♦♣t✐♠❛❧ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣r✐s❡s t❤❡ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❜✲
s♦❧✉t❡ ❊rr♦r ✭■❆❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ■♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❙q✉❛r❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ❙✐❣♥❛❧ ✭■❙❯✮
❜❛s❡❞ ♦♥ t❡❤ ✇❡✐❣❤t❡❞✲s✉♠ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺✶❪✳

✹✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❡♠♣❧♦②❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r ✐s t❤❡ ❊P❙❆❈ ❢♦r♠✉✲
❧❛t✐♦♥ ❬✶✺✻❪✳ ❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡s❝r✐❜❡ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ t❤❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❛s ✐t ❤❛s
❜❡❡♥ ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ✇♦r❦s ❬✶✺✺❪✳ ❚❤❡ ▼P❈✲
❊P❙❆❈ ❧❛✇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ s✉❜❥❡❝t t♦ ❛ s❡t ♦❢
❝♦♥str❛✐♥ts ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

JMPC =

N2
∑

k=N1

γ(k)[w(t+ k|t)− y(t+ k|t)]2 +

Nu−1
∑

k=0

λ(k)[δu(t+ k|t)]2

Subject to : umin ≤ u(t) ≤ umax
ymin ≤ y(t) ≤ ymax

✭✹✳✶✮

✇❤❡r❡✱ w ✐s t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r② t♦ ❢♦❧❧♦✇❀ y ✐s t❤❡ ♣r♦❝❡ss ♦✉t♣✉t❀ δu ✐s t❤❡
♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt❀ N1 ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥❀ N2

✐s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥❀ Nu ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤♦r✐③♦♥ ❛♥❞ γ(k)
❛♥❞ λ(k)✮ ❛r❡ ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s
❝♦♥st❛♥t ♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞
✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

JMPC(U) = [(W −Y)−GU]TQ[(W −Y)−GU] +UTPU ✭✹✳✷✮



✹✳✷ ❈♦♥tr♦❧ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✻✶

✇❤❡r❡✱ W = [w(t+N1|t)...w(t+N2|t)]
T ✐s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❥❡❝t♦r② ✈❡❝t♦r❀

Y = [ybase(t + N1|t)...ybase(t + N2|t)]
T ✐s t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❜❛s❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧❀

U = [δu(t|t)...δu(t+Nu − 1|t)]T ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ❛❝t✐♦♥❀
Q = diag(γ(N1), . . . , γ(N2)) ❛♥❞ P = diag(λ(0), . . . , λ(Nu−1)) ❛r❡ ✇❡✐❣❤t✲
✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✉s❡❞ ❛s ❞❡s✐❣♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳

❆ st❛♥❞❛r❞ q✉❛❞r❛t✐❝ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①✲
♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s ❢♦❧❧♦✇✿

min
U

JMPC(U) = UTHU+ 2fTU+ c subject to A ·U ≤ b ✭✹✳✸✮

✇✐t❤✱ H = GTQG+P✱ f = −GTQ(W−Y) ❛♥❞ c = (W−Y)TQ(W−Y)

✇❤❡r❡✱ A ✐s ❛ ♠❛tr✐① ❛♥❞ b ✐s ❛ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❝♦♥str❛✐♥ts✳
❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦st ❢✉♥❝✲

t✐♦♥ ✭✹✳✶✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r αIba(·) ❬✶✻✺❪✳

JFOMPC = αIN2

N1
γ(k)[w(t+ k|t)− y(t+ k|t)]2 + βINu−1

0 λ(k)[δu(t+ k|t)]2

Subject to : umin ≤ u(t) ≤ umax
ymin ≤ y(t) ≤ ymax

✭✹✳✹✮
❚❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧✐♥❣ ♣❡r✐♦❞ Ts ❛♥❞

❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❬✶✻✺❪✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❋❖▼P❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞
❛s ❢♦❧❧♦✇✿

JFOMPC(U) = [(W −Y)−GU]TQ(Υ(α,Ts))[(W −Y)−GU]+

UTP(Ω(β,Ts))U
✭✹✳✺✮

✇❤❡r❡✱ Υ ❛♥❞ Ω ❛r❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r αIba(·) ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ●✲▲ ❞❡✜♥✐t✐♦♥
✭✷✳✶✮✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s (α, β) ∈ R✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿

Υ(α, Ts) = Tαs diag(mn mn−1 . . .m0) ✭✹✳✻✮

✇✐t❤ mj = vj − vj−n✱ n = N2 −N1✱ vk = (−1)k
(

−α
k

)

, k = N1, . . . , N2✳ ❛♥❞
vk = 0, ∀k < 0✳

Ω(β, Ts) = T βs diag(mn mn−1 . . .m0) ✭✹✳✼✮

✇✐t❤ mj = vj − vj−n✱ n = Nu − 1✱ vk = (−1)k
(

−β
k

)

k = 0, . . . , Nu − 1 ❛♥❞
vk = 0, ∀k < 0



✻✷ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❋❖▼P❈ ❝♦st ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ Q.Υ(α,Ts) ❛♥❞ P.Ω(β,Ts) ❢♦r ❝♦♥tr♦❧
✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✹✳✸ Pr❡❞✐❝t✐✈❡ ❈♦♥tr♦❧❧❡rs ❚✉♥✐♥❣

❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t✉♥✐♥❣ ✐♥✈♦❧✈❡ s❡tt✐♥❣ N1, N2, Nu✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤
✭γ✱ λ✮ ❢♦r ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞ ✭α✱ β✮ ❢♦r ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ N1, N2 ❛♥❞ Nu ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ t❤✉♠❜✲r✉❧❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✶✻✻❪
✭❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ N1 = 1+ s②st❡♠ t✐♠❡✲❞❡❧❛②✱ N2 ≈ s②st❡♠ r✐s❡✲t✐♠❡ ❛♥❞
1 ≤ Nu ≤ N2✮✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ t♦
t✇♦ ✉♥❦♥♦✇♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✬s ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ r❡s♣♦♥s❡ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ❜② ■❆❊ ❛♥❞ ■❙❯ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❬✶✻✼❪✳ ❆ ❝♦♠♣♦s✐t❡
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t❡❞✲s✉♠ ♠❡t❤♦❞ ❬✶✺✶❪
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

J(X) =

Ns−1
∑

k=0

s1
IAEk

max(IAEk)
+ s2

ISUk
max(ISUk)

✭✹✳✽✮

✇❤❡r❡✱ X = [γ λ] ❛r❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤ts t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞
X = [α β] ❛r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲t❡r♠s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✳
Ns ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s❛♠♣❧❡s✱ s1✱ s2 ❛r❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ✇❡✐❣❤ts ♦❢ ■❆❊
❛♥❞ ■❙❯ ✐♥❞❡①❡s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠s
❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❚❤✐s ♠❛② s❡❡♠ ❧✐❦❡ ❛ r❡❞✉♥❞❛♥t t✉♥✐♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ▼P❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛❧✲
r❡❛❞② ✉s❡s ❛ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ❣❡t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❣❛✐♥s ❛t
t❤❡ ❧♦✇❡st ❝♦st✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✳ ❲❤❡♥ (Q,P) ❛r❡ ✈❛r✐❡❞✱ ❢♦r ❡❛❝❤ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
♠❛tr✐❝❡s t❤❡ ▼P❈ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❣❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❝♦st✱
❜✉t t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✐♠♣❧② ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❢♦r ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s✱ t❤❡ t✉♥✐♥❣ ♣r♦❜✲
❧❡♠ ❜❡❝♦♠❡s ♦♣t✐♠❛❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ✐♥ t❤❡
t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥ ✭✹✳✽✮✳

❋♦r t❤✐s st✉❞②✱ N1✱ N2✱ ❛♥❞ Nu ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
t❤✉♠❜✲r✉❧❡s ♣r❡✈✐♦✉s❧② ❛♥♥♦✉♥❝❡❞ ❛♥❞ ❛ ❞❡❢❛✉❧t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❤❛s ❜❡❡♥
s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❛♥ ✐♥t❡❣r❛t♦r t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ③❡r♦ st❡❛❞②✲st❛t❡ ❡rr♦r✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❤♦r✐③♦♥ Nu = 2 ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❤♦s❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ Nu =
1✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧s t♦ ③❡r♦ ❢♦r Nu = 1
✭s❡❡ ✹✳✼✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧
❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ✉s✐♥❣ Nu = 1✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡



✹✳✹ ❈❛s❡ ■✿ ❈♦♥st❛♥t ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✻✸

s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡✐r ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✶✳

❚❛❜❧❡ ✹✳✶✿ ▼P❈ ♣❛r❛♠❡t❡rs

▼P❈✲❊P❙❆❈✴❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈

P❛r❛♠❡t❡r ①✱② ❝♦♥tr♦❧ ③ ❝♦♥tr♦❧ ②❛✇ ❝♦♥tr♦❧

N1 ✸ ✸ ✸

N2 ✶✼ ✶✽ ✻

Nu ✷ ✷ ✷

Ts(ms) ✵✳✵✻✻ ✵✳✵✻✻ ✵✳✵✻✻

❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥
♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ❝❤♦s❡♥
❛s ❝♦♥st❛♥t ♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧✳

✹✳✹ ❈❛s❡ ■✿ ❈♦♥st❛♥t ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s

❋♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ✇✐t❤
❝♦♥st❛♥t ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ t❤❛t Q = γI(N2−N1)×(N2−N1) ❛♥❞ P = λINu×Nu

✳ ■♥
t❤✐s ✇❛②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛r❡ X = [γ λ] ❢♦r ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞
X = [α β] ❢♦r ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❜② ✉s✐♥❣ ✭✹✳✽✮✳

❆ P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ t✉♥❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ♦❢ ❡❛❝❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯❆❱ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤♦s❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✭Np = 50✮✱
♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✭Tmax = 20✮✱ γ, λ, α, β ∈ [0 10]✱ s♦❝✐❛❧ ❢❛❝t♦r ✭c2 =
0.5✮✱ ❝♦❣♥✐t✐✈❡ ❢❛❝t♦r ✭c1✮ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❛♥❞♦♠♥❡ss ♣❛r❛♠❡t❡r ✭c0 = 0.5✮
❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ✭ζ = 0.95✮✳ ❈♦❣♥✐t✐✈❡ ❛♥❞ s♦❝✐❛❧ ❢❛❝t♦rs ❛✛❡❝t t❤❡ s✐③❡
♦❢ t❤❡ st❡♣ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ t❛❦❡s t♦✇❛r❞s ✐ts ❜❡st ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧ s♦❧✉t✐♦♥✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ r❛♥❣❡s s♣❡❝✐✜❡❞ ✐♥ ❬✸✻❪✳

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♥❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✭✹✳✽✮ ✇✐t❤ ✇❡✐❣❤ts
s❡t ❛s s1 = 0.8 ❛♥❞ s2 = 0.2 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s✳ ❚❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✳

✹✳✹✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞
❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣
r❡s♣♦♥s❡ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ■❆❊
❛♥❞ ■❙❯ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s✳



✻✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❚❛❜❧❡ ✹✳✷✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs

▼P❈✲❊P❙❆❈

P❙❖ ①✱② ❝♦♥tr♦❧ ③ ❝♦♥tr♦❧ ②❛✇ ❝♦♥tr♦❧

γ ✶✳✼✽ ✹✳✺✸ ✸✳✻✸

λ ✵✳✸✷ ✵✳✺✻ ✵✳✻✺

❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈

α ✹✳✼✻ ✹✳✺✻ ✺✳✵

β ✶✳✵✷ ✶✳✵✾ ✹✳✷✼

❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯❆❱ ❛r❡ s✉♠♠❛✲
r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧t✐✲
t✉❞❡✱ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✶✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
t❤❡ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❡①❤✐❜✐ts ❜❡tt❡r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ t❤❡ st❡❛❞②✲st❛t❡ ✇✐t❤♦✉t
♦✈❡rs❤♦♦t ❛♥❞ ❢❛st❡r r❡s♣♦♥s❡ t❤❛♥ t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ st❛❜✐❧✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ✇✐♥❞ ❣✉st ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧
❢♦r ❞r♦♥❡s✳ ❆♥❞ ❛ ♣♦♦r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❝❛♥ ❝❛✉s❡
❛ ❞❡t❡r✐♦r❛t✐♦♥ ✐♥ ❯❆❱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ✐t ✇✐❧❧ ❡✈❡♥ ✐♥❞✉❝❡ ❛ ❝r❛s❤✳ ❚❤❡
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s st✉❞✐❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ s♦ ✇✐♥❞ ❣✉sts ❜❡t✇❡❡♥
[0.5 − 1.5]m/s ✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ 0.5s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡
❯❆❱✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❤❛s ❛ s❤♦rt❡r s❡tt❧✐♥❣
t✐♠❡ ✉♥❞❡r ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ▼P❈ ✭s❡❡ ❋✐❣✳✹✳✷✮✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❙t❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❆❘✳❞r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r



✹✳✹ ❈❛s❡ ■✿ ❈♦♥st❛♥t ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✻✺

❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥

■t tr❛♥s❧❛t❡s ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✢✐❣❤t t✐♠❡ ❛♥❞ ❣r❡❛t❡r r❡s✐st❛♥❝❡
t♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s
✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❛s ■❆❊✱ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ♠✉❧t✐♣❧② ❛❜s♦❧✉t❡ ❡rr♦r ✭■❚❆❊✮✱
✐♥t❡❣r❛❧ sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭■❙❊✮✱ ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t✐♠❡ ♠✉❧t✐♣❧② sq✉❛r❡❞ ❡rr♦r ✭■❚❙❊✮✱
❛♥❞ ■❙❯✳

IAE =

Ns−1
∑

k=0

|w(k)− y(k)|; ITAE =

Ns−1
∑

k=0

k|w(k)− y(k)| ✭✹✳✾✮

ISE =

Ns−1
∑

k=0

(w(k)− y(k))2; ITSE =

Ns−1
∑

k=0

k(w(k)− y(k))2 ✭✹✳✶✵✮

ISU =

Ns−1
∑

k=0

(u(k))2 ✭✹✳✶✶✮

❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❢ t❤❡ ❯❆❱ ❛r❡ ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✸✳

❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ ■❆❊ ❛♥❞ ■❚❆❊✱ t❤❡ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❤❛s ❜❡t✲
t❡r r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ t❤❛♥ ▼P❈✲❊P❙❆❈✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❋❖▼P❈ ❛❧s♦ ❛❝❤✐❡✈❡s
❜❡tt❡r ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❯❆❱✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ ❜② ■❙❊ ❛♥❞ ■❚❆❊ ✐♥❞❡①❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt✱ t❤❡ ■❙❯
✐♥❞❡① s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✉s❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡✐r ❣♦❛❧s✳



✻✻ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❚❛❜❧❡ ✹✳✸✿ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s

❈♦♥tr♦❧ ■♥❞❡① ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈

①

■❆❊ ✵✳✽✵✶✻ ✵✳✼✶✻✷

■❚❆❊ ✶✳✻✵✹✻ ✶✳✶✼✹✻

■❙❊ ✵✳✹✾✹✼ ✵✳✹✼✷✻

■❚❙❊ ✵✳✹✶✾✼ ✵✳✷✾✺✺

■❙❯ ✵✳✺✺✶✹ ✵✳✻✵✻✽

②

■❆❊ ✵✳✾✹✶✵ ✵✳✽✷✽✹

■❚❆❊ ✷✳✹✾✺✸ ✶✳✽✼✽✾

■❙❊ ✵✳✺✼✽✻ ✵✳✺✸✵✼

■❚❙❊ ✵✳✾✺✵✺ ✵✳✻✺✽✸

■❙❯ ✵✳✽✵✾✼ ✵✳✽✽✵✻

③

■❆❊ ✶✳✽✸✼✹ ✶✳✹✺✵✸

■❚❆❊ ✹✳✾✷✼✷ ✷✳✾✹✸✶

■❙❊ ✵✳✾✼✻✽ ✵✳✽✽✶✾

■❚❙❊ ✶✳✸✵✷✻ ✵✳✽✻✸✵

■❙❯ ✶✳✷✷✺✹ ✶✳✺✼✷✺

②❛✇

■❆❊ ✵✳✻✷✵✸ ✵✳✺✺✸✼

■❚❆❊ ✶✳✺✸✸✵ ✶✳✷✺✽✶

■❙❊ ✵✳✸✺✻✽ ✵✳✸✸✺✼

■❚❙❊ ✵✳✹✼✽✸ ✵✳✸✽✷✷

■❙❯ ✵✳✸✷✷✻ ✵✳✸✻✷✷

✹✳✺ ❈❛s❡ ■■✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s

■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s Q = diag(γ(k)) ❛♥❞ P = diag(λ(k)) ❛r❡
❞❡✜♥❡❞ ✉s✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s γ(k) = γN2−k, k = N1, . . . , N2

❛♥❞ λ(k) = λNu−1−k, k = 0, . . . , Nu − 1✱ ✇❤♦s❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡
t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ γ(k) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ N2✱ ❛♥❞ ✐t
❣❡♥❡r❛t❡s t✇♦ t②♣❡s ♦❢ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■❢ γ ✈❛❧✉❡ ✐s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡
♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦rs ❛r❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞ ♠♦r❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♥❡❛r❡r t♦ ✐t✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦
s♠♦♦t❤❡r ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❧❡ss ❡✛♦rt✳ ❋♦r γ > 1✱ t❤❡ ✜rst ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦rs
❛r❡ ♠♦r❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞✱ ♣r♦✈♦❦✐♥❣ t✐❣❤t❡r ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ r✐♣♣❧❡ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛
❝♦♥tr♦❧ ❤♦r✐③♦♥ Nu ≥ 2✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ λ(k) ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛❝t♦r t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
❡✛♦rt ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ r✐♣♣❧❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t❤❡ ✐♥♣✉t ❝♦♥tr♦❧✳ ❋♦r



✹✳✺ ❈❛s❡ ■■✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✻✼

λ(k) ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✵ ❛♥❞ ✶✱ t❤❡ ❢✉t✉r❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣❡♥❛❧✐③❡❞
♠♦r❡ t❤❛♥ t❤♦s❡ ♥❡❛r❡r t♦ ✐t✱ ❣✐✈✐♥❣ r✐s❡ t♦ s♠❛❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✳ ❋♦r
γ > 1✱ t❤❡ ✜rst ✈❛❧✉❡s ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✈❛r✐❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❛s ❧❛r❣❡
❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥t ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡
s②st❡♠ ❛r❡ ❛❣❣r❡ss✐✈❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ r✐♣♣❧❡ ❛t t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ❛r❡ ✭γ✱ λ✮ ❢♦r ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞ ✭α✱ β✮ ❢♦r ❋❖▼P❈✲
❊P❙❆❈✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ▼P❈✲
❊P❙❆❈ ✇✐t❤ N1 = 3✱ N2 = 17 ✇❤❡♥ ❛✮ γ < 1 ❛♥❞ ❜✮ γ ≥ 1

❋✐❣✳✹✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ✉s❡❞ t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣
s❡q✉❡♥❝❡ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ✐♥ ▼P❈✲❊P❙❆❈✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t
✇❤❡♥ γ = 1 ❛❧❧ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❡q✉❛❧s t♦ ✶✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡
♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛♥❛❧②③❡❞✳



✻✽ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❋✐❣✳✹✳✹ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r αIN2

N1
(·) ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ✐♥

t❤❡ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ s❡❡ t❤❛t α < 1 ❣❡♥✲
❡r❛t❡s s♦♠❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ Υ(α, Ts)✱ ✇❤✐❝❤
♠❡❛♥s t❤❛t ❛ s✉❜✲✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ ❛♣♣❡❛rs✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t t❤❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❋❖▼P❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ Q.Υ(α,Ts)
❛♥❞ P.Ω(β,Ts) ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ✇✐t❤
N1 = 3✱ N2 = 17 ✇❤❡♥ ❛✮ α < 1 ❛♥❞ ❜✮ α ≥ 1

❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♥❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② P❙❖ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❈❛s❡ ■ ❛♥❞ t❤❡② ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✹✳



✹✳✺ ❈❛s❡ ■■✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✻✾

❚❛❜❧❡ ✹✳✹✿ ❖♣t✐♠❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs

▼P❈✲❊P❙❆❈

P❙❖ ①✱② ❝♦♥tr♦❧ ③ ❝♦♥tr♦❧ ②❛✇ ❝♦♥tr♦❧

γ ✵✳✽✺ ✵✳✽✺ ✶✳✷

λ ✵✳✶✵ ✵✳✶✵ ✵✳✹

❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈

α ✸✳✶✺ ✸✳✹✺ ✷✳✺

β ✷✳✶✵ ✷✳✽✺ ✷✳✹

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✺✿ ❛✮ ❆♥❣❧❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❜✮ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭γ✱ λ✮ ♦❢ t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❢♦r x

♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r



✼✵ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✭✹✳✽✮ ✉s❡❞ t♦
t✉♥❡ t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❢♦r t❤❡ x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳✹✳✻✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳

❋✐❣✳✹✳✺ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐s J = 0.0793 ❛t
✭γ = 0.85, λ = 0.1✮ ❢♦r x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡
t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s Q ❛♥❞ P ❢♦r t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✿ ❛✮ ❆♥❣❧❡ ✈✐❡✇ ❛♥❞ ❜✮ t♦♣ ✈✐❡✇ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ♣❧♦t ♦❢ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡
❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✇❡✐❣❤t t✉♥✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭α✱ β✮ ♦❢ t❤❡ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❢♦r x

♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❋✐❣✳✹✳✻ ❞❡♣✐❝ts t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦❢ J = 0.0255 ❛t
✭α = 3.15, β = 2.1✮ ❢♦r x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈✳ ❇❡s✐❞❡s✱
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❋❖▼P❈✲
❊P❙❆❈ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ r❡s✉❧t ❢r♦♠ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✭Q,P✮ ❛♥❞ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦rs ✭Υ(α,Ts),Ω(β,Ts)✮✳ ❚❤❡s❡ ❡①tr❛



✹✳✺ ❈❛s❡ ■■✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✼✶

❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❣✐✈❡ ✉s ♠♦r❡ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡
✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts
✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❢♦r x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❛r❡ ♣❧♦tt❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✼✳
❚❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛✲
❜❧❡ ✹✳✹✳

❊✈✐❞❡♥t❧②✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✼ t❤❛t t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ❋❖▼P❈
❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r✱
❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧❡
♣r❡❞✐❝t✐♦♥ ❤♦r✐③♦♥ ✭N2✮ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❤♦r✐③♦♥ ✭Nu✮✳ ❚❤✐s ❣✐✈❡s
✉s ♠♦r❡ ❢r❡❡❞♦♠ ❛♥❞ ♠♦r❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ r❡s♣♦♥s❡✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✹✳✼✿ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s
❢♦r t❤❡ x ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦♥ ❛✮ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ❛♥❞ ❜✮ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❝r❡♠❡♥ts



✼✷ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

▲✐❦❡✇✐s❡✱ ❛♥ ✐❧❧✉str❛t✐✈❡ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ❡✛❡❝t ♦♥ ✇❡✐❣❤t✲
✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✽✳ ❲❡
❝❛♥ s❡❡ ❤♦✇ t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦r t②♣❡ ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✉s❡❞✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ ✉s t♦ ♣❡♥❛❧✐③❡ s♣❡❝✐✜❝ r❡❣✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡✲
❞✐❝t❡❞ ❡rr♦rs✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ ✇❤❡♥ α = 1 t❤❡r❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ♥♦ ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❣❡♥❡r✲
❛t❡❞ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤✉s✱ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡ ✈❛r✐❡t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❛s t✉♥✐♥❣
♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦✈❡r ❛ ✇✐❞❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♦♣t✐♦♥s✱ ❢r♦♠ st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ❛
♠❛❞❡✲t♦✲♠❡❛s✉r❡ ❞❡s✐❣♥ str❛t❡❣② ❢♦r ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r♦❝❡ss✳

❋✐❣✉r❡ ✹✳✽✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ♦♥ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦r ❢♦r ♣r❡❞✐❝t❡❞
❡rr♦r

✹✳✺✳✶ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

■♥ t❤✐s ♣❛rt✱ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡
❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡♥❡ss ♦❢ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡
q✉❛❞r♦t♦r ❜② s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❢♦r t❤❡ ❞r♦♥❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✷✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ tr❛❝❦✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛❧t✐t✉❞❡✱
❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✹✳✾✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ❋❖▼P❈ ❡①❤✐❜✐ts ❛
❢❛st❡r r❡s♣♦♥s❡ t❤❛♥ t❤❡ ▼P❈✲❊P❙❆❈✳

❚❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❤❡♥❝❡ ✇✐♥❞
❣✉sts ❜❡t✇❡❡♥ [0.5 − 1.5]m/s ✇✐t❤ ❛ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ 0.5s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ t♦ ❡❛❝❤
♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♥❡✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ s❤♦rt❡r s❡tt❧✐♥❣
t✐♠❡ ✉♥❞❡r ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ▼P❈ ✭s❡❡ ❋✐❣✳✹✳✶✵✮✳

❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛s❡✱ ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st✉r✲
❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡① ✈❛❧✉❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♦❢ t❤❡ ❯❆❱ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✹✳✺✳

❚❤❡ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈ ❤❛s ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞



✹✳✺ ❈❛s❡ ■■✿ ❊①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❲❡✐❣❤t✐♥❣ ❙❡q✉❡♥❝❡s ✼✸

❋✐❣✉r❡ ✹✳✾✿ ❙t❡♣ r❡s♣♦♥s❡ ❛♥❞ ❝✐r❝✉❧❛r tr❛❥❡❝t♦r② ✇✐t❤ ❆❘✳❞r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r

❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵✿ ❲✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥

❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ t❤❛♥ ▼P❈✲❊P❙❆❈✳ ❚❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ✐s ♠❡❛✲
s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ■❆❊ ❛♥❞ ■❚❆❊ ✐♥❞❡①❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ✐s
❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ■❙❊ ❛♥❞ ■❚❆❊ ✐♥❞❡①❡s✳ ❘❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt✱ t❤❡ ■❙❯
✐♥❞❡① s❤♦✇s t❤❛t ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✉s❡ ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❡♥❡r❣② t♦ ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡✐r ❣♦❛❧s✳



✼✹ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❚❛❜❧❡ ✹✳✺✿ ■♥❞❡①❡s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ tr❛❝❦✐♥❣ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❛♥❛❧②s✐s

❈♦♥tr♦❧ ■♥❞❡① ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❋❖▼P❈✲❊P❙❆❈

①

■❆❊ ✵✳✾✹✶✽ ✵✳✼✼✸✵

■❚❆❊ ✷✳✷✶✵✾ ✶✳✹✺✼✹

■❙❊ ✵✳✺✻✶✾ ✵✳✹✾✺✺

■❚❙❊ ✵✳✻✻✵✾ ✵✳✸✾✷✷

■❙❯ ✵✳✹✹✶✵ ✵✳✺✾✵✼

②

■❆❊ ✶✳✶✷✽✼ ✵✳✾✵✻✼

■❚❆❊ ✸✳✹✵✹✻ ✷✳✷✾✼✶

■❙❊ ✵✳✻✾✻✺ ✵✳✺✼✺✸

■❚❙❊ ✶✳✺✶✷✾ ✵✳✽✾✵✼

■❙❯ ✵✳✼✹✽✶ ✵✳✾✶✸✺

③

■❆❊ ✶✳✾✾✷✸ ✶✳✸✷✻✸

■❚❆❊ ✺✳✻✺✸✽ ✷✳✷✽✹✷

■❙❊ ✶✳✵✸✼✾ ✵✳✽✺✽✻

■❚❙❊ ✶✳✺✹✵✼ ✵✳✼✷✻✽

■❙❯ ✷✳✵✾✹✽ ✷✳✻✶✵✷

②❛✇

■❆❊ ✵✳✻✽✹✸ ✵✳✺✾✸✻

■❚❆❊ ✶✳✼✾✻✸ ✶✳✹✸✷✽

■❙❊ ✵✳✸✽✻✵ ✵✳✸✺✹✵

■❚❙❊ ✵✳✺✾✸✶ ✵✳✹✺✹✻

■❙❯ ✵✳✸✻✷✹ ✵✳✸✾✺✷

✹✳✻ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❋❖▼P❈ ❛♥❞ ▼P❈ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❞r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r
❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❇♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ✇✐t❤ P❙❖✱ ✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r
♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ■❆❊ ❛♥❞ ■❙❯ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s✳ ❇❡✲
s✐❞❡s✱ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ♦♥
t❤❡ ▼P❈ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t ❢♦r
♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s t❤❡s❡ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ❝❤♦s❡♥ ❝♦♥st❛♥ts ❬✶✻✼✱ ✶✻✽❪✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡✜♥❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ t❤❡ ❞✐✲
♠❡♥s✐♦♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭λ✱ γ✮✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡
▼P❈ ❛♣♣r♦❛❝❤✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❋❖▼P❈ r❡q✉✐r❡s t♦ ❜❡ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ✭α ❛♥❞ β✮✱ ❛♥❞
t❤✐s ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧② ❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s t❤❛t ❛❧❧♦✇



✹✳✻ ❙✉♠♠❛r② ✼✺

✉s t♦ ♠♦❞✐❢② t❤❡ ✜♥❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❢♦r t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ t❤❡s❡
t❡r♠s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❤✐❣❤✲❧❡✈❡❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs t♦ ❝♦♥str✉❝t ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t
✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s Υ ❛♥❞ Ω✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤❡♥ t❤❡
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ❧❡ss t❤❛♥ 1✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❜❡st ❜❡❤❛✈✐♦r
♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡
r❡❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✱ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥❤❡r❡♥t ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❜❡♥❡✜ts ❛❝❤✐❡✈❡❞
❜② ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ tr❛♥s❧❛t❡ ✐♥t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐♥ ✢✐❣❤t t✐♠❡✱ ❡♥❡r❣②
❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss t♦ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞✳ ■♥ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥✱ t❤✐s r♦❜✉st♥❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❢♦r t❛❦✐♥❣
♣❤♦t♦s ♦r ✈✐❞❡♦s ✇✐t❤ t❤❡ ❞r♦♥❡✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥✿

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❆ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣r❡❞✐❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r tr❛❥❡❝t♦r② tr❛❝❦✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡
q✉❛❞r♦t♦r✧✳ ■♥ ❈♦♥tr♦❧♦ ✷✵✷✵✳ ▲❡❝t✉r❡ ◆♦t❡s ✐♥ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡r✲
✐♥❣✱ ✷✵✷✵✱ ✻✾✺✱ ♣♣✳ ✺✷✽✲✺✸✼✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❈❤❛♠✳



✼✻ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r ▼P❈ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts
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❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r

❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡

❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❆ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❯❆❱s ♦r ❯●❱s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s②st❡♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❣♦❛❧s ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❛❝t t♦❣❡t❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇♦r❦
❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
s②st❡♠s ✭▼❆❙s✮✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥
❛tt✐t✉❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱
❡t❝ ❬✶✻✾❪✳

❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦♣♦s❡s ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ▼❆❙ ❞✉r✐♥❣ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧✳ ❆❢t❡r
t❤❛t✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜✲
❧❡♠✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ s②st❡♠✳

✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

◆♦✇❛❞❛②s✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼❆❙s ❤❛s ❡❛r♥❡❞ ✐♥t❡r❡st ✐♥ t❤❡ r❡✲
s❡❛r❝❤ ❝♦♠♠✉♥✐t② ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ ✜❡❧❞s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ r♦❜♦t✐❝s✱ ❜✐♦❧♦❣②✱ ♣❤②s✐❝s✱
❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs✳ ■♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❧♦❝❛❧ ♠❡❛✲
s✉r❡♠❡♥ts ❛♥❞ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡♠❡♥ts ❢r♦♠ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛❣❡♥ts t❤r♦✉❣❤ ❛ ❧✐♠✐t❡❞
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦ ❬✶✹✱ ✶✼✵❪✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t❤❛t t❤❡ ❣r♦✉♣ ♦❢
❛❣❡♥ts ✇♦r❦s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❛❣r❡❡♠❡♥t ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈❛❧✉❡
♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❚❤✐s ✐ss✉❡ ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ s✉❝❤ ❛s✿ ✢♦❝❦✐♥❣✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦✱
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s✱ ❡t❝✳ ❬✶✼✶✕✶✼✺❪✳

■t ✐s ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ t❤❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ ✭P■✮ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦



✼✽ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❛tt❡♥✉❛t❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛♥❞ st❛❜✐❧✐③❡ s②st❡♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢
♠♦❞❡❧ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✳ ❈♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ❜❛s❡❞ ♦♥ P■ str✉❝t✉r❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❢♦r ▼❆❙s ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s✱ s❤♦✇✐♥❣
❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❬✶✼✻✕✶✼✽❪✳

❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s st✉❞✐❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ♦r❞❡r t♦ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ■♥ r❡❝❡♥t ②❡❛rs✱ t❤❡r❡ ❛r❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❞❡✈❡❧♦♣✲
♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❛r❡❛s ♦❢ s❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s
t❤❡♦r② ✭❡✳❣ ❝♦♥tr♦❧ t❤❡♦r②✱ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣✱ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣❡ ♣r♦❝❡ss✲
✐♥❣✱ ❡t❝✳✮ ❬✶✵✹✕✶✵✽✱ ✶✶✻✱ ✶✹✾❪✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ♠❛♥② ❛✉t❤♦rs ❤❛✈❡ st✉❞✐❡❞ t❤❡
❋❖P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇ ❛ ❜❡tt❡r
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✐♠♣r♦✈✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss✱ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✲
✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱ ❛♠♦♥❣ ♦t❤❡rs ✐♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ t♦ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ P■❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs
❬✶✵✸✱ ✶✼✾✱ ✶✽✵❪✳

❚❤❡r❡ ❛r❡ r❡❝❡♥t ✇♦r❦s t❤❛t ❝♦♥s✐❞❡r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ▼❆❙s✳ ■♥
❬✸✼❪ ❛♥❞ ❬✶✽✶❪ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❢♦r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤
✐♥t❡❣❡r ❛♥❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❞②♥❛♠✐❝s✳ ❚❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❛❣❡♥t
❞②♥❛♠✐❝s ✇✐t❤ ❛ st❛t✐❝ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✐s ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥ ❬✶✽✷❪✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❤❛✈❡ s✐♥❣❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❧❛✇✳ ❆ ✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇✐t❤ ❛❜s♦❧✉t❡✴r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❢♦r
❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝ ✐s st✉❞✐❡❞
❬✶✽✶❪✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❢♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ▼❆❙s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠
t✐♠❡ ❞❡❧❛②s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✶✽✸❪✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ▼❆❙s
✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♦❢ ❞❛♠♣✐♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ t✐♠❡✲❞❡❧❛②s
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✽✹❪✳ ❚✇♦ r❡❝❡♥t ♣✉❜❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣♦s❡❞ ❛ st❛t❡✲❞❡r✐✈❛t✐✈❡
❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ ❡♥❤❛♥❝✐♥❣ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
▼❆❙s ✇✐t❤ ♥♦♥✲✉♥✐❢♦r♠ t✐♠❡ ❞❡❧❛②s❬✶✽✺✱ ✶✽✻❪✳

❆ r❡❝❡♥t st✉❞② ❛❜♦✉t t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞✐✛❡r✲
❡♥t✐❛t✐♦♥ ♦r❞❡rs ❞❡♠♦♥str❛t❡❞ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ r❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤ s❡❧❡❝t✐✈❡
♠❡♠♦r② t♦ t❤❡ ❡rr♦r ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ✐ts ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s ❛ ♥♦♥✲
❧✐♥❡❛r ✐♥❝r❡❛s❡ ♦r ❞❡❝r❡❛s❡ ✇✐t❤ t✐♠❡ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡
❝❛s❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❧✐♥❡❛r ❬✶✽✼❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤✐s ♠♦t✐✈❛t❡s ✉s t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ✐♥ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ✐♥t❡✲
❣r❛t✐♦♥ ♦r❞❡r ♦♥ ▼❆❙ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ ▼❆❙
s②st❡♠s ❞✉❡ t♦ ❢r✐❝t✐♦♥ ❡✛❡❝ts✱ ♣❛②❧♦❛❞ ✈❛r✐❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ✉♥❝❡rt❛✐♥t✐❡s✱
❡t❝✱ ❣❡♥❡r❛❧❧② ♣r❡s❡♥ts ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ s②st❡♠s✳ ❈♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ ♥♦t ❜❡❡♥ ❢✉❧❧②
r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ P■ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ✐♥ ▼❆❙✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱
✇❡ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ♦❢ ▼❆❙s ✇✐t❤
❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢
❛❣❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡
s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

• ❆ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r P■ str✉❝t✉r❡❞ t♦ ❛tt❡♥✉❛t❡ t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥ ❝♦♥st❛♥t
❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ st❛t✐❝ ❡rr♦rs ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞



✺✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s ✼✾

❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ▼❆❙s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❋❖P■ str✉❝t✉r❡ ✐s ❝♦♥tr❛st❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r P■ ❝♦♥tr♦❧✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♣r♦t♦❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡
❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❑❤❡♣❡r❛ ■❱
♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❱✲❘❊P s✐♠✉❧❛t♦r ❛♥❞ ▼❛t❧❛❜✳

• ❆ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ st✉❞② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ▼❆❙
✐s ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ❝♦♠❜✐♥❡s ❣r❛♣❤ t❤❡♦r② ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t②
❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❝♦♥✲
str❛✐♥ts ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs t❤❛t ❡♥s✉r❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢
❡❛❝❤ ❛❣❡♥t t♦ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

• ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ ▼❆❙✱ ✇❡ st✉❞②
t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ▼❆❙ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥
♣r♦♣❡rt✐❡s✳

✺✳✷ Pr❡❧✐♠✐♥❛r✐❡s

✺✳✷✳✶ ●r❛♣❤ ❚❤❡♦r②

❈♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠ ✇✐t❤ N ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ✐ts t♦♣♦❧♦❣② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❣r❛♣❤
G = (V,W,A)✱ ✇❤❡r❡ V = {v1, v2, v3, . . . , vn} ✐s t❤❡ ✈❡rt❡① s❡t✱ W ⊆ V × V
✐s t❤❡ ❡❞❣❡ s❡t ❛♥❞ A = [aij ] ∈ R

n×n ✐s t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐①✳ ■❢ eij =
(vj , vi) ∈ W✱ ✐✳❡✳✱ ✐❢ vi ❛♥❞ vj ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❡❞❣❡✱ t❤✐s ♠❡❛♥s aij > 0✱
♦t❤❡r✇✐s❡ aij = 0✳ ❚❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦rs ♦❢ ❛♥ ❛❣❡♥t i ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② Ni =
{j ∈ v | (j, i) ∈ W}✳

❋✉rt❤❡r✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦ s❡❧❢✲❧♦♦♣s aii = 0 ❛♥❞ G ✐s
❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t aij = aji✳ ❚❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢
❡❞❣❡s (v1, v2), (v2, v3), . . . , ✐s ❞❡♥♦♠✐♥❛t❡❞ ❛ ♣❛t❤✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ vi ∈ V✳ ❆
❣r❛♣❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞✱ ✐❢ t❤❡r❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♥♦❞❡s✳
❚❤❡ ♦✉t✲❞❡❣r❡❡ ♦❢ ❛ ♥♦❞❡ vi ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❛s ❞❡❣out(vi) =

∑

j∈Ni
aij ✱ ❛♥❞

t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ♦❢ G ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s L = D − A ∈ R
n×n✱ ✇❤❡r❡

D =❞✐❛❣✭❞❡❣out(v1)✱❞❡❣out(v2)✱✳ ✳ ✳ ✱❞❡❣out(vn)✮✳

▲❡♠♠❛ ✶✳ ❬✶✽✽❪ ■❢ G ✐s ❛♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ t❤✉s ✐ts ▲❛♣❧❛✲
❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ❤❛s ❛ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧
♦♥❡s ✭1 ∈ R

n×1✮ ❛♥❞ t❤❡ r❡♠❛✐♥s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳

✺✳✷✳✷ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖♣❡r❛t♦r

❚✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥t❧② ✉s❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦♥✲
tr♦❧ t❤❡♦r② ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❜② ❘✐❡♠❛♥♥✲▲✐♦✉✈✐❧❧❡ ✭❘✲▲✮ ❛♥❞ ❈❛♣✉t♦✳ ❍♦✇✲
❡✈❡r✱ t❤❡ ❈❛♣✉t♦ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ❤❛s ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✈❡r ❘✲▲ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
♦♣❡r❛t♦r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡r
s✉❝❤ ❛s x(0)✱ ẋ(0)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t❡r♣r❡t❛❜❧❡ ✇✐t❤ r❡❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛



✽✵ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❬✶✶✷❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❈❛♣✉t♦ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛❧ ✐♥ t❤✐s ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

C
aD

−α
t = Iαa =

1

Γ(α)

∫ t

a

(t− τ)α−1f(τ)dτ, t > a, α ∈ R
+ ✭✺✳✶✮

✇❤❡r❡✱ α ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ ♦r❞❡r α ∈ (0, 1)✱ a ✐s ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② r❡❛❧
♥✉♠❜❡r ❛♥❞ Γ(α) =

∫ t

a
e−xxα−1dx ✐s t❤❡ ❣❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳

❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✮ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❝❛✉s❛❧ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Iα0 f(t) = Ωα(t) ∗ f(t), α ∈ R
+ ✭✺✳✷✮

✇✐t❤ Ωα(t) =
tα−1

+

Γ(α) , α ∈ R
+ t❤❡ ❝❛✉s❛❧ ❦❡r♥❡❧ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞

tα−1
+ =







0, t < 0

tα−1, t ≥ 0
✭✺✳✸✮

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✭✺✳✶✮ ✐s✿

L{Iα0 f(t)} = s−αF (s) ✭✺✳✹✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ❛r❡ ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ✈❡r② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s✿

Eα,β(z) =

∞
∑

k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0, β > 0). ✭✺✳✺✮

✇❤❡r❡ α, β ∈ C✳
■ts kt❤ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

E
(k)
α,β(z) =

∞
∑

j=0

(j + k)! zj

j! Γ(αj + αk + β)
, (k = 0, 1, 2, ...).

✭✺✳✻✮

❚❤❡ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ✇✐t❤ ♦♥❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧
❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t✇♦ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ✇❤❡♥ β = 1✳

Eα(z) = Eα,1(z), E(k)
α (z) = E

(k)
α,1(z). ✭✺✳✼✮



✺✳✸ ❈♦♥s❡♥s✉s ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠ ✽✶

✺✳✸ ❈♦♥s❡♥s✉s ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛❣❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s

ẋi = ξi
ξ̇i = ui + di

✭✺✳✽✮

✇❤❡r❡✱ xi ✐s ♣♦s✐t✐♦♥✱ ξi ✐s ✈❡❧♦❝✐t②✱ ui ✐s ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ di ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t
❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞② ✐♥ ❬✷✷❪✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ P■ ❝♦♥✲
tr♦❧ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✱ ✇❤❡r❡❜② ❛❣❡♥ts
❛❝❤✐❡✈❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✉♥❞❡r st❛t✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳ ❲❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✸✽❪✱ t♦ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❋❖P■
❞❡✜♥❡❞ ❛s✿

ui = −
∑

j∈Ni

[kp(xi − xj) + kiI
α
0 (xi − xj)− γ(ξi − ξj)] ✭✺✳✾✮

✇❤❡r❡✱ kp ∈ R✱ ki ∈ R✱ γ ∈ R ❛r❡ ✜①❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛♥❞ α ∈ (0, 1) ✐s
❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
❝♦♥tr♦❧ ✇❤❡♥ α = 1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✐♥t❡❣❡r P■ ❝♦♥tr♦❧✳

✺✳✸✳✶ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✽✮ ❛♥❞ ui ❣✐✈❡♥
❜② ✭✺✳✾✮ t♦ ❡♥s✉r❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ✭✐✳❡✳ xi − xj → 0 ❛s t → ∞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜②
✉s✐♥❣ ✭✺✳✽✮ ❛♥❞ ✭✺✳✾✮ n✲❛❣❡♥t s②st❡♠ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s✿

Ẍ(t) = −kpLX(t)− kiLI
α
0X(t)− γLẊ + d ✭✺✳✶✵✮

✐♥ ✇❤✐❝❤✱ X(t) = [x1(t), x2(t), . . . , xn(t)]
T ∈ R

n✱ L ✐s t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐①
❛♥❞ d = [d1, d2, . . . , dn]

T ∈ R
n ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✈❡❝t♦r✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱

L ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❏♦r❞❛♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛s✿

L = TΛTT ✭✺✳✶✶✮

✇❤❡r❡✱ Λ ∈ R
n×n ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♠♣♦s✐t❡s ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ L ❛♥❞

T ∈ R
n×n ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❝♦❧✉♠♥s ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs

♦❢ L✳ ▲❡t✬s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s e(t) = TTX(t) ❛♥❞ de = TT d✱ ❤❡♥❝❡ n✲
❛❣❡♥t s②st❡♠s ✭✺✳✶✵✮ ❛r❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

ë(t) = −kpΛe(t)− kiΛI
α
0 e(t)− γΛė(t) + de ✭✺✳✶✷✮

❚❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✷✮ ✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ n✲♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❡①✲
♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ëi(t) = −kpλiei(t)− kiλiI
α
0 ei(t)− γλiėi(t) + dei ✭✺✳✶✸✮



✽✷ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❲❡ ♦♥❧② ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r i > 1✱ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ L ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✶✮✳

▲❡♠♠❛ ✷✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮ ✇❤❡♥ dei = 0 ❤❛s t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ✐❢ λi = 0 ⇒ ei(t) = ei(0) + tėi(0)✱ ∀t✳

✷✳ ✐❢ λi > 0 ❛♥❞ kp >
1

min{λi}

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
2

α+1

− γ
tan(π

2
α)

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
1

α+1

✱

ki > 0✱ γ > 0✱ α ∈ (0, 1) ⇒ limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✶✳

❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❚❤❡ (kp, ki)✲♣❧❛♥❡ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❘❘❇ ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❈❘❇ ❝✉r✈❡
✐♥t♦ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r α ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
(0, 1)✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② t❡st ♣♦✐♥t ✐♥
❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r γ = 1 ✐s ♣❧♦tt❡❞
✇✐t❤ ❛❧❧ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α ✐♥ (0, 1) ❛♥❞ ❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0,+∞)rad/s
✭❋✐❣✳ ✺✳✶❛✮✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✭❜❧✉❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶❜✮ ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡s ♦❢ α = 0.1 ❛♥❞ γ = 1✳ ❋♦r ♣❧♦tt✐♥❣ r❡❛s♦♥s ❜♦t❤
❣r❛♣❤✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0, 50)rad/s✱ ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥
❋✐❣✳ ✺✳✶✳ ❚❤❡s❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s
r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0,+∞)rad/s✳

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r α ∈ (0, 1) ❛♥❞ γ = 1✱ ✭❜✮ ❣❧♦❜❛❧
st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ❢♦r α = 0.1 ❛♥❞ γ = 1

▲❡♠♠❛ ✸✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮ ✇❤❡♥ dei 6= 0 ❤❛s t❤❡ ❢♦❧✲
❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ✐❢ λi = 0 ⇒ ei(t) = ei(0) + tėi(0) +
t2

2 dei✱ ∀t✳

✷✳ ✐❢ λi > 0 ❛♥❞ kp >
1

min{λi}

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
2

α+1

− γ
tan(π

2
α)

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
1

α+1

✱

ki > 0✱ γ > 0✱ α ∈ (0, 1) ⇒ limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳



✺✳✸ ❈♦♥s❡♥s✉s ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠ ✽✸

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷✳

❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ▲❡t λi ❜❡ t❤❡ ✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L✳ ❋♦r t❤❡
❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✺✳✽✮ ❛♥❞ ui ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✾✮ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ di ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

kp >
1

min{λi}

(

ki sin(
π
2α)

γ

)

2
α+1

− γ

tan(
π
2 α)

(

ki sin(
π
2 α)

γ

)

1
α+1

ki >0, γ > 0

✇❤❡r❡ α ∈ (0.1)✳
■❢ di = 0 ∀i ∈ V✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✽✮ s❛t✐s✜❡s t❤❛t

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

xj(t) = qTX(0) + tqT Ẋ(0),

lim
t→∞

ẋi(t) = lim
t→∞

ẋj(t) = qT Ẋ(0),

✐✳❡✱ xi(t)− xj(t) → 0 ❛♥❞ ẋi(t)− ẋj(t) → 0 ❛s t→ ∞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q ✐s t❤❡ ❧❡❢t
❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ L r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ qT1✱ ✇❤❡r❡ 1 ✐s
❛ n✲❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ❛❧❧ ♦♥❡s✳

■❢ di 6= 0 ∀i ∈ V✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✽✮ s❛t✐s✜❡s t❤❛t

lim
t→∞

xi(t) = lim
t→∞

xj(t) = qTX(0) + tqT Ẋ(0) + t2
qT d

2
,

lim
t→∞

ẍi(t) = lim
t→∞

ẍj(t) =
qT d

2
,

✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡❞ t❤❛t xi(t)−xj(t) → 0✱ ẋi(t)− ẋj(t) → 0 ❛♥❞ ẍi(t)− ẍj(t) → 0
❛s t→ ∞ ✱ ✇❤✐❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛t❡s ❞✐✈❡r❣❡ limt→∞ |xi(t)| = ∞✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✸✳

✺✳✸✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❆ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t❤r♦✉❣❤ ▼❛t❧❛❜ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✇✐t❤ ❛❣❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞
✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✽✮ ❛♥❞ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦✲
t♦❝♦❧ ✭✺✳✾✮ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳



✽✹ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❢♦✉r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ♠♦❞❡❧❡❞ ❜② ❛♥
❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②

✇❤❡r❡✱ Ai, i = 1, 2, 3, 4 r❡♣r❡s❡♥ts ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❋r♦♠ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✷✱ ✇❡ s❡❡ t❤❛t

t❤❡ ❛❣❡♥t ✷ ❝❛♥ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t❡ ✇✐t❤ ❛❣❡♥t ✶ ❛♥❞ ✸ ❜✉t ♥♦t ✇✐t❤
❛❣❡♥t ✹✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t V = {A1, A2, A3, A4} ❛♥❞ W =
{(A1, A2), (A2, A1), (A2, A3), (A3, A2), (A3, A4), (A4, A3)}✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❞✲
❥❛❝❡♥❝② ♠❛tr✐① ❛♥❞ ❞❡❣r❡❡ ♠❛tr✐① ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

D =









1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 2 0
0 0 0 1









, A =









0 1 0 0
1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 1 0









❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L ✐s ♦❜❛t✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s

L = D −A =









1 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1









✇✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s λ = [0 0.58 2 3.41]✳
❋✐rst❧②✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡r ♦✈❡r t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♦❢ ❛♥

❛❣❡♥t ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ❋♦r t❤✐s ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
✭d = 0✮ ❛♥❞ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✭✺✳✾✮ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ki = 1 ❛♥❞
γ = 4 t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲❣❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ kp > −1.32 ❢♦r
α = 0.1 ❛♥❞ kp > 0.426 ❢♦r α = 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ❛ ✈❛❧✉❡ ♦❢ kp = 2✱ t❤❡
s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❢♦r ❛❧❧ α ∈ (0, 1)✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✸
✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ ✐s ♠♦❞✐✜❡❞ ✭✈❛❧✉❡s ❧❡ss t❤❛♥ ✶✮✱ ✇❡
❝❛♥ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ✉♣ t♦ ✺✵✪ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣✉r❡
✐♥t❡❣r❛❧ ❝❛s❡✳

❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿ α = 0.8 ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
t❡r♠ s❡❧❡❝t❡❞ s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥ r❡♠❛✐♥s ❢♦r t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡✲
❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✱ d = [1 0 0 0]T ✐s ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✈❡❝t♦r✱
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ❊✛❡❝t ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ α

X(0) = [1.8 − 1.2 1.2 − 1.5]T ❛♥❞ ξ(0) = [0 0 0 0]T ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞
❛❣❡♥t s♣❡❡❞s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❚❤❡✲
♦r❡♠ ✶✱ ✇❤❡♥ ki = 1 ❛♥❞ γ = 4 t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲❣❛✐♥
r❡s✉❧t ✐♥ kp > −0.239✳

■♥ ❋✐❣✳ ✺✳✹✱ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ kp
✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ki = 0 ❛r❡ s❤♦✇♥✳ ❋♦r kp > −0.239 ❛♥❞ ki > 0
t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥t ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ki = 0 t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s
❞♦❡s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❢♦r kp = −0.239 t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡
✇❤❡♥ kp < −0.239✱ ❛s ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ①✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ ❛✮ kp = 2✱ ki = 1✱ γ = 4 ❜✮ kp = 2✱
ki = 0✱ γ = 4 ❝✮ kp = −0.239✱ ki = 1✱ γ = 4 ❞✮ kp = −0.5✱ ki = 1✱ γ = 4



✽✻ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❋✐❣✳ ✺✳✺ ✐❧❧✉str❛t❡s ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥
❛❣❡♥ts✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✿ ❈♦♥s❡♥s✉s ❡rr♦r ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✇❤❡♥ ❛✮ kp = 2✱ ki = 1✱ γ = 4 ❜✮
kp = 2✱ ki = 0✱ γ = 4 ❝✮ kp = −0.239✱ ki = 1✱ γ = 4 ❞✮ kp = −0.5✱ ki = 1✱ γ = 4

✺✳✹ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠

■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥✲
s✉s ♣r♦❜❧❡♠✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛❣❡♥ts ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s
❛r❡ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳

ẋi = ui + di ✭✺✳✶✹✮

❛♥❞ ❢♦r ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s

ẋi = ξi
ξ̇i = ui + di

✭✺✳✶✺✮

✇❤❡r❡✱ xi ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ξi ✐s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ui ✐s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ di ✐s
❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ■♥ ❬✶✼✼❪ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
❢♦r ▼❆❙s ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✱ ✇❤❡r❡❜②
❛❣❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❢♦r ❜♦t❤ ❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❜②✿

ui = −
∑

j∈Ni

(

kp(xi − xj) + ki

∫ t

0

(xi(τ)− xj(τ)dτ)

)

✭✺✳✶✻✮
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❛♥❞

ui = −
∑

j∈Ni

(

kp(xi − xj) + ki

∫ t

0

(xi(τ)− xj(τ)dτ)

)

− γξi ✭✺✳✶✼✮

✇❤❡r❡✱ kp ∈ R ✐s ❛ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t❡r♠✱ ki ∈ R ✐s t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ t❡r♠ ❛♥❞ γ ∈ R

✐s t❤❡ ❞❛♠♣✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t✳
■♥ ❬✶✼✼❪ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✲

✇♦r❦ ❢♦r ❜♦t❤ ❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s ♦❢ ▼❆❙s ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❞✐str✐❜✉t❡❞ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞✳ ▼♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ st✉❞② ✐♥ ❬✶✽✶❪✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❢♦r ❜♦t❤
❛❣❡♥t ♠♦❞❡❧s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛r❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛s✿

ui = −
∑

j∈Ni

kp[(xi − δi)− (xj − δj)]−
∑

j∈Ni

kiI
α
0 [(xi − δi)− (xj − δj)] ✭✺✳✶✽✮

❛♥❞

ui = −
∑

j∈Ni

kp[(xi − δi)− (xj − δj)]−
∑

j∈Ni

kiI
α
0 [(xi − δi)− (xj − δj)]− γξi ✭✺✳✶✾✮

✇❤❡r❡✱ α ∈ (0, 1) ✐s t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥✱ δij = δi − δj ✐s t❤❡
❞❡s✐r❡❞ ✐♥t❡r✲✈❡❤✐❝❧❡ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ✭✺✳✶✽✮ ❛♥❞
✭✺✳✶✾✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✲
tr♦❧ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ t❤❡ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ r♦❜✉st♥❡ss ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠✳

✺✳✹✳✶ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❆♥❛❧②s✐s

✺✳✹✳✶✳✶ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❜② ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r Pr♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ■♥t❡❣r❛❧ ❆❝t✐♦♥ ❢♦r ❙✐♥❣❧❡✲■♥t❡❣r❛t♦r ❉②♥❛♠✐❝s

❈♦♥s✐❞❡r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ s✐♥❣❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✶✹✮ ❛♥❞ ui ❣✐✈❡♥ ❜②
✭✺✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✭✐✳❡✳ xi − xj → δij ❛s t → ∞✮✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭✺✳✶✹✮
❛♥❞ ✭✺✳✶✽✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ♦❢ n✲❛❣❡♥ts ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ❛s✿

˙̃x(t) = −kpLx̃(t)− kiLI
α
0 x̃(t) + d ✭✺✳✷✵✮

✇❤❡r❡✱ x̃(t) = [x̃1(t), x̃2(t), . . . , x̃n(t)]
T ∈ R

n ✇✐t❤ x̃i(t) = xi(t)−δi✱ L ✐s t❤❡
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ d = [d1, d2, . . . , dn]

T ∈ R
n✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞

❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤s L ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❏♦r❞❛♥ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛s✿

L = TΛTT ✭✺✳✷✶✮

✇❤❡r❡✱ Λ ∈ R
n×n ✐s ❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s 0 = λ1 <

λ2 ≤ . . . ≤ λn ♦❢ L ❛♥❞ T ∈ R
n×n ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐① ✇✐t❤ ❝♦❧✉♠♥s



✽✽ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ t❤❡ ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦rs ♦❢ L✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s e(t) = TT x̃ ❛♥❞
de = TT d✱ t❤❡ n✲❛❣❡♥t s②st❡♠ ✭✺✳✷✵✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②✿

ė(t) = −kpΛe(t)− kiΛI
α
0 e(t) + de ✭✺✳✷✷✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✷✷✮ ✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ n✲♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ėi(t) = −kpλiei(t)− kiλiI
α
0 ei(t) + dei ✭✺✳✷✸✮

◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ i > 1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ L ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✶✮✳

▲❡♠♠❛ ✹✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✸✮ ✇❤❡♥ λi ≥ 0 ❛♥❞ dei ∈ R

s❛t✐s✜❡s t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ■❢ λi = 0 ❛♥❞ dei = 0 ⇒ ei(t) = ei(0)✱ ∀t✳

✷✳ ■❢ λi = 0 ❛♥❞ dei 6= 0 ⇒ ei(t) = ei(0) + tdei✱ ∀t✳

✸✳ ■❢ λi > 0✱ dei ∈ R ❛♥❞ kp > −
(ki max{λi} sin(π

2
α))

1
α+1

max{λi} tan(π
2
α) ❢♦r ❛♥② ki > 0✱

α ∈ (0, 1) ⇒ limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✹✳
❘❡♠❛r❦ ✷✳ ❚❤❡ ❘❘❇ ❛♥❞ ❈❘❇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ (kp, ki)✲♣❧❛♥❡ ✐♥t♦
st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✈❛❧✉❡ α ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧
(0, 1)✳ ❚❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡st ♣♦✐♥t ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳
▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s✇❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡
α ✐♥ (0, 1) ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0,+∞)rad/s✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ α✳ ❋♦r ♣❧♦tt✐♥❣ r❡❛s♦♥s ❜♦t❤ ❣r❛♣❤✐❝s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0.50)rad/s✱ ❛s ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✻✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ✈❛❧✐❞
❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0,+∞)rad/s✳

❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ▼❆❙ ✇❤✐❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✹✮ ❛♥❞ ❛
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤
✇✐t❤ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L✳ ▲❡t λi ❜❡ t❤❡ ✐t❤ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ L✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✽✮ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ di ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

kp > −

(

kimax{λi} sin(
π
2α)

)
1

α+1

max{λi} tan(
π
2α)

✭✺✳✷✹✮

ki > 0 ✭✺✳✷✺✮



✺✳✹ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠ ✽✾

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r α ∈ (0, 1)✱ ✭❜✮ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜✐❧✐t②
r❡❣✐♦♥ ❢♦r α = 0.1✳

✇❤❡r❡ α ∈ (0, 1)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ di = 0 ∀i ∈ V✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✹✮ s❛t✐s✲
✜❡s t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s
❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s

lim
t→∞

x̃i(t) = lim
t→∞

x̃j(t) = qT x̃(0), ∀i, j ∈ V

✐✳❡✳✱ xi(t) − xj(t) → δij ❛s t → ∞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q ✐s t❤❡ ❧❡❢t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ L
r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ qT1 = 1✱ ✇❤❡r❡ 1 ∈ R

n×1 ✐s ❛
✈❡❝t♦r ♦❢ ❛❧❧ ♦♥❡s✳

■❢ di 6= 0 ∀i ∈ V✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✹✮ s❛t✐s✜❡s t❤❛t ❛❣❡♥ts ❝♦♥✈❡r❣❡
t♦ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ✈❡❧♦❝✐t② ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ t❤❛t ❛✛❡❝t ❡❛❝❤ ❛❣❡♥t✱ ✐✳❡✳✱ ẋi(t) − ẋj(t) → 0 ❛s t → ∞ ❛♥❞
limt→∞

˙̃xi(t) = limt→∞
˙̃xj(t) = qT d✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡✱

lim
t→∞

x̃i(t) = lim
t→∞

x̃j(t) = qT x̃(0) + tqT d

❛♥❞ xi(t)− xj(t) → δij✱ ✐✳❡✱ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛t❡s ❞✐✈❡r❣❡ limt→∞ |xi(t)| = ∞✳

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐❢ d ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ✐t ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞
s✉❝❤ ❛s ||d(t)|| ≤ dmax✳ ❋♦r ▲❡♠♠❛ ✹ ✭♣r♦♣❡rt② ✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t |ei(t)| ≤
tdeimax

✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠s✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✺✳

✺✳✹✳✶✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❜② ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❖r❞❡r Pr♦✲
♣♦rt✐♦♥❛❧ ■♥t❡❣r❛❧ ❆❝t✐♦♥ ❢♦r ❉♦✉❜❧❡✲■♥t❡❣r❛t♦r ❉②♥❛♠✲
✐❝s

❋♦r ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ✭✺✳✶✺✮ ❛♥❞ ui ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✾✮✳
❚❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ✐s t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞



✾✵ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

✭✐✳❡✳ xi(t) − xj(t) → δij ❛s t → ∞✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ✭✺✳✶✺✮ ❛♥❞
✭✺✳✶✾✮✱ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ♦❢ n✲❛❣❡♥ts ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ ✐s✿

¨̃x(t) = −kpLx̃(t)− kiLI
α
0 x̃(t)− γ ˙̃x+ d ✭✺✳✷✻✮

✇❤❡r❡✱ x̃(t) = [x̃1(t), x̃2(t), . . . , x̃n(t)]
T ∈ R

n ✇✐t❤ x̃i(t) = xi(t)−δi✱ L ✐s t❤❡
▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① ❛♥❞ d = [d1, d2, . . . , dn]

T ∈ R
n✳

❇② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ♦❢ t❤❡ s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✳✶✱ L ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ ❏♦r❞❛♥
❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❢♦r♠ ❛s ✐♥ ✭✺✳✷✶✮ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s e(t) = TT x̃(t) ❛♥❞ de =
TT d✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✷✻✮ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s✿

ë(t) = −kpΛe(t)− kiΛI
α
0 e(t)− γė(t) + de ✭✺✳✷✼✮

❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✷✻✮ ✐s ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ✐♥t♦ n✲♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s
❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ëi(t) = −kpλiei(t)− kiλiI
α
0 ei(t)− γėi(t) + dei ✭✺✳✷✽✮

◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ i > 1 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ L ✭s❡❡ ▲❡♠♠❛ ✶✮✳

▲❡♠♠❛ ✺✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✽✮ ✇❤❡♥ dei = 0 s❛t✐s✜❡s t❤❡
♣r♦♣❡rt✐❡s✿

✶✳ ■❢ λi = 0 ❛♥❞ dei = 0 ⇒ ei(t) = ei(0) +
ėi(0)
γ (1− e−γt)✱∀t✳

✷✳ ■❢ λi = 0 ❛♥❞ dei 6= 0 ⇒ ei(t) = ei(0) +
ėi(0)
γ (1 − e−γt) + dei

γ2 (γt +

e−γt − 1)✱

∀t✳

✸✳ ■❢ λi > 0 ❛♥❞ kp >
1

max{λi}

(

ki max{λi} sin(π
2
α)

γ

)
2

α+1

− γ
max{λi} tan(π

2
α)

×
(

ki max{λi} sin(π
2
α)

γ

)
1

α+1

✱ ❢♦r ❛♥② dei ∈ R✱ ki > 0✱ γ > 0✱ α ∈ (0, 1) ⇒

limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✺ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✻✳

❘❡♠❛r❦ ✸✳ ❇② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❘❘❇ ❛♥❞ ❈❘❇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ t❤❡ (kp, ki)✲♣❧❛♥❡
✐s ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ st❛❜❧❡ ❛♥❞ ✉♥st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥s ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r α ✐♥
t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (0, 1)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡t❡❝t❡❞ ✉s✐♥❣ ❛ t❡st
♣♦✐♥t ✐♥ ❡❛❝❤ r❡❣✐♦♥✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❜② s✇❡❡♣✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ α ✐♥ (0, 1) ❛♥❞ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0,+∞)rad/s✱
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ st❛❜❧❡ r❡❣✐♦♥ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ ✜①❡❞ α✳ ❋♦r ♣❧♦tt✐♥❣
r❡❛s♦♥s ❜♦t❤ ❣r❛♣❤✐❝s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r ❛ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✐♥ (0.50)rad/s✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✼✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
♦❜t❛✐♥❡❞ ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s r❛♥❣❡ ω ✇✐t❤✐♥ (0,+∞)rad/s✳



✺✳✹ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠ ✾✶

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✿ ✭❛✮ ❈♦♠♣❧❡t❡ st❛❜✐❧✐t② s✉r❢❛❝❡ ❢♦r α ∈ (0, 1) ❛♥❞ γ = 1✱ ✭❜✮ ❣❧♦❜❛❧
st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ❢♦r α = 0.1 ❛♥❞ γ = 1✳

❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ▲❡t λi ❜❡ t❤❡ ✐th ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝✐❛♥ ♠❛tr✐① L✳ ❚❤❡ ❞②✲
♥❛♠✐❝ s②st❡♠ ✭✺✳✶✺✮ ✇✐t❤ ui ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✾✮ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s②♠♣✲
t♦t✐❝❛❧❧② ❢♦r ❛♥② ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ di ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s✱ ✐❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤♦❧❞✿

kp >
1

max{λi}

(

kimax{λi} sin(
π
2α)

γ

)

2
α+1

− γ

max{λi} tan(
π
2 α)

✭✺✳✷✾✮

×

(

ki max{λi} sin(
π
2 α)

γ

)

1
α+1

ki > 0, γ > 0, ✭✺✳✸✵✮

✇❤❡r❡ α ∈ (0, 1)✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ✐❢ di = 0 ∀i ∈ V✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✺✮ s❛t✐s✜❡s

lim
t→∞

x̃i(t) = lim
t→∞

x̃j(t) = qT x̃(0) + qT
˙̃x(0)

γ
,

✐❡✳✱ xi(t) − xj(t) → δij ❛s t → ∞✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ q ✐s t❤❡ ❧❡❢t ❡✐❣❡♥✈❡❝t♦r ♦❢ L
r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ s❛t✐s❢②✐♥❣ qT1 = 1✱ ✇❤❡r❡ 1 ∈ R

n×1 ✐s ❛
❝♦❧✉♠♥ ✈❡❝t♦r ♦❢ ♦♥❡s✳

■❢ di 6= 0 ∀i ∈ V✱ t❤❡♥ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✶✺✮ s❛t✐s✜❡s t❤❛t

lim
t→∞

x̃i(t) = lim
t→∞

x̃j(t) = qT x̃(0) + qT
˙̃x(0)

γ
+ qT

d

γ2
(γt− 1),

s✐♥❝❡ limt→∞
˙̃xi(t) = limt→∞

˙̃xj(t) = qT dγ ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t

xi(t) − xj(t) → δij✱ ẋi(t) − ẋj(t) → 0 ❛s t → ∞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡
st❛t❡s ❞✐✈❡r❣❡✳ ✐✳❡✳✱ limt→∞ |xi(t)| = ∞✳



✾✷ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐❢ d ✐s ♥♦t ❝♦♥st❛♥t ❜✉t ✐t ✐s ❛ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ❜♦✉♥❞❡❞
s✉❝❤ ❛s ||d(t)|| ≤ dmax✳ ❋♦r ▲❡♠♠❛ ✺ ✭♣r♦♣❡rt② ✷✮ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t |ei(t)| ≤

|ei(0)|+
|ėi(0)|
γ (1− e−γt) +

deimax

γ2 (γt+ e−γt − 1)✱ ✇✐t❤ ✇❤✐❝❤ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧ts
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ✈❡❝t♦r ♥♦r♠s✳

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ❝❛♥ ❜❡ ✜♥❞ ✐♥ t❤❡ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳✼✳

✺✳✹✳✷ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❙♣❡❡❞ ❆♥❛❧②s✐s ✇✐t❤ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧
❈♦♥tr♦❧ Pr♦t♦❝♦❧

■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ st✉❞② ♦❢ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ▼❆❙s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✶✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ▼❆❙✱
s♦✱ ✇❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢r♦♠ ✭✺✳✷✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✽✮✳

❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✭✺✳✷✸✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭❆✳✻✮ ❛♥❞ ✐ts ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡
✉s✐♥❣ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❬✶✽✾❪✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t❤r❡❡✲t❡r♠
❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡rs ✇❤♦s❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

ei(t) = ei(0)
∞
∑

k=0

(−1)k

k!
(λiki)

kt(α+1)kE
(k)
1,1+αk(−λikpt) ✭✺✳✸✶✮

✇❤❡r❡✱ E(k)
1,1+αk(·) ✐s t❤❡ k

th ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥
✭✺✳✻✮✳

❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ✐♠♣✉❧s❡ r❡s♣♦♥s❡ ♦❢ ✭✺✳✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡
s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ ♦❢ ✭❆✳✶✶✮✳ ■♥
t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ❛ ❢♦✉r✲t❡r♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦♥✲❝♦♠♠❡♥s✉r❛t❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡rs✱
✇❤♦s❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❤❛s t❤❡ str✉❝t✉r❡✿

ei(t) =

∞
∑

m=0

1

m!
(−λiki)

m
m
∑

k=0

(

m

k

)(

kp
ki

)k

t(α+2)m−αk [

ei(0)E
(m)
1,(α+1)m−αk+1(−γt)+

(ei(0)γ + ėi(0))tE
(m)
1,(α+1)m−αk+2(−γt)

]

✭✺✳✸✷✮

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❛t ❜♦t❤ s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡s t❤❡
❢✉♥❝t✐♦♥ tαk+β−1E

(k)
α,β(±z)✱ ✇✐t❤ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ k!sα−β

(sα∓z)k+1 ✳ ■t ✐s ❝❧❡❛r
t❤❛t ✇❤❡♥ α = β = 1✱ ✭✺✳✸✶✮✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✷✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ e(t) ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡
t❡r♠s r❡❧❛t❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s e−z ❛♥❞ tke−z✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥
✐♥ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛s❡
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝❛②✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r
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❢✉♥❝t✐♦♥ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ s♣❡❡❞ ❛t ✇❤✐❝❤ ei(t) = 0✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐♥❞✐❝❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ ✭✺✳✷✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✷✻✮ ✐s ❛❧s♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡
❞❡❝❛②✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✇❛s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s r❡❛❝❤❛❜❧❡ ✇❤❡♥ ei(t) = 0✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✽✿ ✭❛✮ ❉❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs✱ ✭❜✮
❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮ ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs

❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ ❋✐❣✳✺✳✽❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳✺✳✽❜ s❤♦✇ t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✭✺✳✸✶✮ ❢♦r
λ = 1✱ k = 2✱ kp = 1✱ ki = 1✱ ei(0) = 1 ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ✭α✮✱ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❆♥ ❡✈✐❞❡♥t ❢❡❛t✉r❡ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✽❛ ✐s t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧❡r α ✐s✱ t❤❡ ❢❛st❡r t❤❡
❞❡❝❛②✐♥❣ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ E(k)

1,1+αk(−λikpt) ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❋✐❣✳✺✳✽❜ ✈❡r✐✜❡❞
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ♦❢ t❤❡ ▼❆❙ ❞❡♣❡♥❞s str✐❝t❧② ♦♥ ❞❡❝❛②✐♥❣ s♣❡❡❞
♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡s ♦❢ ▼✐tt❛❣✲▲❡✤❡r ❢✉♥❝t✐♦♥✳

✺✳✹✳✸ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❘❡s✉❧ts

❙✐♥❣❧❡ ♦r ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ♠♦❞❡❧s ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ❛r❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣
❜❡❝❛✉s❡ ❝♦♠♣❧❡① ♠♦❞❡❧s t❤❛t ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡s
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❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ❛ ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦❞❡❧
t❤❛t ♣❡r❢♦r♠s ✇❡❧❧ ❢♦r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts t✉r♥s ✐♥t♦ s✐♥❣❧❡✴❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦rs
✇✐t❤ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ r❡❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉ts✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r ♥♦♥✲
❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ❞②♥❛♠✐❝s t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❑❤❡♣❡r❛ ■❱ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ❬✶✾✵❪✱ t❤❛t ✇✐❧❧
❜❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ❜♦t❤ ✐♥ ▼❛t❧❛❜ ❛♥❞ ❱✐rt✉❛❧ ❘♦❜♦t ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛t✐♦♥ P❧❛t❢♦r♠
✭❱✲❘❊P✮ ❬✶✾✶❪✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ r♦❜♦t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✾ ❛♥❞ ✐ts ❡q✉❛✲
t✐♦♥s ♦❢ ♠♦t✐♦♥ ❢♦r ✜rst ❛♥❞ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡
❝♦♦r❞✐♥❛t❡s (x̄i, ȳi) ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✸✸✮ ❛♥❞ ✭✺✳✸✹✮✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②❬✶✾✷✱ ✶✾✸❪✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✾✿ ◆♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦t

(

˙̄xi
˙̄yi

)

=

(

cos θi −l sin θi
sin θi l cos θi

)(

ξi
ωi

)

✭✺✳✸✸✮

(

¨̄xi
¨̄yi

)

=

(

−ξiωi sin θi −lω2
i cos θi

ξiωi cos θi −lω2
i sin θi

)

+

(

1
m cos θi − l

J sin θi
1
m sin θi

l
J cos θi

)(

Fi
Ti

)

✭✺✳✸✹✮
✇❤❡r❡✱ (x̄i, ȳi) ✐s t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥t i ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❢r♦♥t ❝❛st❡r
✇❤❡❡❧✱ l ✐s t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✭♠✮ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❛①❧❡ t♦ t❤❡ ❢r♦♥t ❝❛st❡r ✇❤❡❡❧✱
θi ✐s t❤❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ✭r❛❞✮✱ ωi ✐s t❤❡ ❛♥❣✉❧❛r ✈❡❧♦❝✐t② ✭r❛❞✴s✮✱ ξi ✐s t❤❡ ❧✐♥❡❛r
✈❡❧♦❝✐t② ✭♠✴s✮✱ Fi ✐s t❤❡ ❢♦r❝❡ ✭◆✮✱ Ti ✐s t❤❡ t♦rq✉❡ ✭◆✳♠✮✱ m ✐s t❤❡ ♠❛ss
✭❦❣✮ ❛♥❞ J ✐s t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ✐♥❡rt✐❛ ✭❦❣✳♠2✮✳ ❋♦r t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧
✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮✮✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts ❛r❡ (ξi, ωi)✱ ✇❤✐❧❡ ✐♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r
♠♦❞❡❧ ✭❡q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✸✹✮✮ (Fi, Ti) ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts✳ ❇♦t❤
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t✇♦ ❝❛s❡s t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣r♦♣♦s❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣② ✉s❡❞
✐♥ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞
❛♥❞ ❝♦♥❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤ ✭s❡❡ ❋✐❣✳ ✺✳✷✮✳
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❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❛❣❡♥ts ❝♦♥✲
❝❡r♥✐♥❣ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡ ❣r♦✉♣ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ❛s (rx, ry) ❢♦r (x, y) ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✇❤❡♥ rx = 0 ❛♥❞ ry = 0 t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r
t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s tr❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✶✾✹❪✳

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ui = (ξi, ωi) ❢♦r t❤❡ ✜rst ♦r❞❡r
♠♦❞❡❧ ✭✺✳✸✸✮ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

(

ξi
ωi

)

=

(

cos θi −l sin θi
sin θi l cos θi

)−1 (
uix
uiy

)

✭✺✳✸✺✮

❲❤✐❧❡✱ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇ ui = (Fi, Ti) ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦r❞❡r ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✸✹✮ ✐s
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❬✶✾✸❪ ❛s✿

(

Fi
Ti

)

=

(

1
m cos θi − l

J sin θi
1
m sin θi

l
J cos θi

)−1 (
viωi sin θi + lω2

i cos θi + uix − γξix
−viωi cos θi + lω2

i sin θi + uiy − γξiy

)

✭✺✳✸✻✮

✇❤❡r❡✱

uix = −
∑

j∈Ni

kp[(x̄i − rx,i)− (x̄j − rx,j)]−
∑

j∈Ni

kiI
α
0 [(x̄i − rx,i)− (x̄j − rx,j)]

❛♥❞

uiy = −
∑

j∈Ni

kp[(ȳi − ry,i)− (ȳj − ry,j)]−
∑

j∈Ni

kiI
α
0 [(ȳi − ry,i)− (ȳj − ry,j)]

❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ r♦❜♦ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s l = 0.05 m✱
J = 0.0013 kgm2✱ m = 0.54 kg ❛♥❞ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s x̄(0) =
[−0.95,−0.61,−0.42, 0.17]T ✱ ȳ(0) = [−0.17, 0.51,−0.73,−0.3]T ✱ ξ(0) =
[0, 0, 0, 0]T ✱ θ(0) = [−2.31, 3.13, 0.69, 0.67]T ✳ ❚❤❡ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ♦❢ L ❛r❡
λ = [0, 0.58, 2, 3.41]T ✱ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ r❡❧❛t✐✈❡ ❞✐st❛♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ r♦❜♦t ❛r❡
rx = [−0.7,−0.25, 0.2, 0.65]T ✱ ry = [0, 0, 0, 0]T ❛♥❞ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ✐♥✲
t❡❣r❛t✐♦♥ α = 0.7 ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ s♣❡❡❞ ✭s❡❡
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✹✳✷✮✳

✺✳✹✳✸✳✶ ❈❛s❡ ■✿ ❋✐rst✲❖r❞❡r ❑✐♥❡♠❛t✐❝ ▼♦❞❡❧

❋✐rst✱ ❧❡t ✉s ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r♦❜♦ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ d =
[1, 0, 0, 0]T ❛✛❡❝t✐♥❣ t❤❡ s②st❡♠✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs kp, ki ❛r❡ s❡t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢♦r ki = 4✱ t❤❡
♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❣❛✐♥ ♠✉st ❜❡ kp > −0.649✳

■♥ ❋✐❣✳✺✳✶✵ t❤❡ x ❛♥❞ y ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s ♦❢ kp
❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ki = 0 ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r ki = 4 ❛♥❞ kp > −0.649✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s ❛tt❡♥✉❛t❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❛❝t✐♦♥✳



✾✻ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✵✿ ❛✮ ①✲♣♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇❤❡♥ ✭✐✮ kp = 1✱
ki = 4✱ ✭✐✐✮ kp = 1✱ ki = 0✱ ✭✐✐✐✮ kp = −0.649✱ ki = 4✱ ✭✐✈✮ kp = −0.8✱ ki = 4✳

❋♦r ki = 0✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t
❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✇❤❡♥ kp = −0.649 ❛♥❞
ki = 4 t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❧② st❛❜❧❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s st❛❜❧❡ ❜✉t ♥♦t
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❇② ❧❛st✱ ✇❤❡♥ kp < −0.649 ❛♥❞ ki = 4 t❤❡ s②st❡♠ ✐s
✉♥st❛❜❧❡✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳

❋✐❣✳✺✳✶✶ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❜♦t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s
✇✐t❤ ❢♦✉r ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ❡①❛♠♣❧❡s✳ ❋♦r ❜♦t❤ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ t❤❡ t❡r♠s kp ❛♥❞ ki
❛r❡ ❦❡♣t ❝♦♥st❛♥t t♦ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ❈❧❡❛r❧②✱ t❤❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣r❡s❡♥ts ❛ ❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡r tr❛❝❦✐♥❣



✺✳✹ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ Pr♦❜❧❡♠ ✾✼

❡rr♦r t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✶✿ P♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts (ξi, ωi) ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇✐t❤ kp = 1✱
ki = 4 ❛✮ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❜✮ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❋✐❣✳✺✳✶✷ s❤♦✇s ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛s ✐♥t❡❣r❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❊rr♦r ✭■❆❊✮ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧
♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❝♦♥tr♦❧ s✐❣♥❛❧ ✭■❙❯✮✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ α❂✵✳✼✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢
✺✷✳✾✪ ✭❢r♦♠ ■❆❊ ♦❢ ✵✳✺✼ t♦ ✵✳✸✵✮ ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ❜② ✶✳✺✻✪
✭❢r♦♠ ■❙❯ ♦❢ ✷✹✳✹✶ t♦ ✷✹✳✵✸✮✳

❋♦r ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❛ s✉r✈❡② ♦✈❡r t❤❡
❣❛✐♥s ki ❛♥❞ kp ✇✐t❤ α = 1 ✭✐♥t❡❣❡r ❝❛s❡✮ ❛♥❞ α = 0.7 ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❚♦ ❞♦



✾✽ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✷✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠

t❤✐s✱ ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❚❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ t♦ ✉s❡ ✐s J = IAE + ISU
❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜② ✉s✐♥❣ ❝♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✶✸✳ ❋♦r t❤❡
❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ J = 14.59 ❛t kp = 0.3 ❛♥❞ ki = 1
✇✐t❤ α = 0.7 ✭s❡❡ ❋✐❣✳✺✳✶✸❛ r❡❞ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳ ❲❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ J = 17.61 ❛t kp = 0.8 ❛♥❞ ki = 1.1 ✭s❡❡ ❋✐❣✳✺✳✶✸❜ r❡❞
r❡❝t❛♥❣❧❡✮✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✶✼✳✶✹✪ t❤❛t t❤❡ ❋❖P■
❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ♦♥ t❤❡ ▼❆❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ P■ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r P■ ✐s ✵✳✵✽✺✻s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❋❖P■ ✐s ✵✳✵✾✶✻s✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❱✲❘❊P✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ P■
❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞✐s❝r❡t✐③❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ s❝r✐♣t ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ✈❡❤✐❝❧❡
❜❛s❡❞ ♦♥ ▲✉❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❬✶✾✺❪✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ r❡♠❛r❦ t❤❛t ❡①t❡r♥❛❧ ❞✐s✲
t✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭d = 0✮ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞
t❤❛t ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ kp = 0.5 ❛♥❞ ki = 0.2
t♦ ❛✈♦✐❞ s❛t✉r❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❑❤❡♣❡r❛ r♦❜♦ts✳

❚❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✲

✭❛✮ ✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✸✿ ❈♦♥t♦✉r ♣❧♦ts ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ kp ❛♥❞ ki ❢♦r
❛✮ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ❜✮ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
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✐♠❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❬✶✸✻❪ ✇✐t❤ ❛ s❛♠♣❧❡ t✐♠❡ Ts = 100ms ❛♥❞
✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t ❢♦r♠ ■ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ■■❘ ✜❧t❡r
❬✶✾✻❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹ t♦ ❋✐❣✳✺✳✶✻✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❛t t = 0✱ ✷✳✺✱ ✹✳✺ ❛♥❞ ✶✷s ✉s✐♥❣ ❱✲❘❊P ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
✭s❡❡ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✈✐❞❡♦ ✐♥ ❬✶✾✼❪✮ ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳ ✺✳✶✹✳ ■t ❝❛♥ ❜❡
s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t = 12s ✇✐t❤♦✉t ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ❧❛✇✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞
❛t t > 20s ❛♥❞ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ♦s❝✐❧❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧ ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡ t♦
t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ✐ts ✉♥❧✐♠✐t❡❞ ♠❡♠♦r② ❛♥❞ ❝❛♥

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✹✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❱✲❘❊P ❛t t = 0✱ ✷✳✺✱ ✹✳✺✱ ❛♥❞ ✶✷s✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✺✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥✲❦❡❡♣✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P✳



✶✵✵ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s♣♦♥s❡s ✉♣ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥t t✐♠❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❢♦r ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ s❡r✐❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛✲
t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r ❝❛♥ ❜❡ tr✉♥❝❛t❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞
s❤♦rt ♠❡♠♦r② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✳ ❋♦r ♦✉r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t❤✐s s❡r✐❡s ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ t♦
❛ t❤✐r❞✲♦r❞❡r

(u(z)
e(z) = b0+b1z

−1+b2z
−2+b3z

−3

1+a1z−1+a2z−2+a3z−3

)

✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✉♣ t♦ t❤r❡❡ ♣r❡✈✐♦✉s r❡s♣♦♥s❡s ♦❢ t❤❡ ❡rr♦r ♣♦s✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣r❡✈✐✲
♦✉s ❛❣❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rts ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛❣❡♥t✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t
♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡❣❡r ❝❛s❡ t❤❛t ♦♥❧② ❛❧❧♦✇s t❛❦✐♥❣ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛ ♣r❡✈✐♦✉s
❡rr♦r ♣♦s✐t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts

(u(z)
e(z) = 1

1+z−1

)

✳ ❋✐❣✳✺✳✶✺ ❛♥❞ ❋✐❣✳✺✳✶✻ ♣r❡s❡♥t
t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✻✿ ❛✮ ①✲♣♦s✐t♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P✳
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✺✳✹✳✸✳✷ ❈❛s❡ ■■✿ ❙❡❝♦♥❞✲❖r❞❡r ❉②♥❛♠✐❝ ▼♦❞❡❧

◆❡①t✱ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ r♦❜♦ts ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②✲
♥❛♠✐❝ ❛♥❞ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ d =
[1, 0, 0, 0]T ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❚❤❡♦r❡♠ ✸✱ ✇❤❡♥ ki = 4 ❛♥❞ γ = 3 t❤❡ ❝♦♥str❛✐♥ts ♦✈❡r t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧
❣❛✐♥ r❡s✉❧t ✐♥ kp > 0.5✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✼✿ ❛✮ ①✲♣♦s✐t♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇❤❡♥ ✭✐✮ kp = 3✱
ki = 4✱ γ = 3 ✭✐✐✮ kp = 3✱ ki = 0✱ γ = 3 ✭✐✐✐✮ kp = 0.5✱ ki = 4✱ γ = 3 ✭✐✈✮ kp = 0.2✱
ki = 4✱ γ = 3

❋✐❣✳ ✺✳✶✽❛ ❛♥❞ ❋✐❣✳✺✳✶✽❜ s❤♦✇ t❤❡ x ❛♥❞ y ♣♦s✐t✐♦♥s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ✈❛❧✉❡s
♦❢ kp ❛♥❞ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ ki = 0 ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛❝❤✐❡✈❡
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ✐s



✶✵✷ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❛tt❡♥✉❛t❡❞ ✇❤❡♥ kp > 0.5✱ ki = 4 ❛♥❞ γ = 3✳ ❋♦r ki = 0✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
♥♦t r❡❛❝❤❡❞ ❞✉❡ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❖♥
t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇❤❡♥ kp = 0.5✱ ki = 4 ❛♥❞ γ = 3 t❤❡ s②st❡♠ ✐s ♠❛r❣✐♥❛❧❧②
st❛❜❧❡✱ ✐t ♠❡❛♥s t❤❛t ✐t ✐s st❛❜❧❡✱ ❜✉t ♥♦t ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② st❛❜❧❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
✇❤❡♥ kp < 0.5✱ ki = 4 ❛♥❞ γ = 3 t❤❡ s②st❡♠ ✐s ✉♥st❛❜❧❡✱ ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✽✿ P♦s✐t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts (Fi, Ti) ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✇✐t❤ kp = 3✱
ki = 4 ❛♥❞ γ = 3 ✭❛✮ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✱ ✭❜✮ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r

❋✐❣✳✺✳✶✽ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❋❖P■ ❛♥❞ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✇✐t❤ t❤❡
s❛♠❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ kp✱ ki ❛♥❞ γ✱ ✇✐t❤ t❤❡ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r α✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣r❡s❡♥ts ❛
❢❛st❡r ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧♦✇❡r tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✳
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❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❋✐❣✳✺✳✶✾ ❞❡♣✐❝ts ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❡s ❛s ■❆❊ ❛♥❞ ■❙❯✳ ■t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧
t❡r♠ ✐s ❢♦✉♥❞ t♦ ❜❡ α ❂ ✵✳✼✱ ❣✐✈✐♥❣ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r ♦❢ ✷✽✳✺✪
✭❢r♦♠ ■❆❊ ♦❢ ✵✳✾✾ t♦ ✵✳✼✶✮ ❜✉t t❤❡r❡ ✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ♦❢ ✹✽✳✷✽✪
✭❢r♦♠ ■❙❯ ♦❢ ✶✳✹✸ t♦ ✷✳✶✸✮✳ ■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t❡ t❤❛t ❢♦r ❛❧❧ α < 1✱ t❤❡r❡
✐s ❛♥ ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ❞❡s✐❣♥
❝r✐t❡r✐❛ ❛♥♦t❤❡r α ✈❛❧✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ t♦ ❦❡❡♣ ❛ tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ tr❛❝❦✐♥❣
❡rr♦r ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✾✿ ❖♣t✐♠❛❧ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠

❋♦r ❛ ♠♦r❡ r♦❜✉st ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ ❛ s✉r✈❡② ♦✈❡r t❤❡
❣❛✐♥s ki ❛♥❞ kp ✇✐t❤ α = 1 ✭✐♥t❡❣❡r ❝❛s❡✮✱ α = 0.7 ❛♥❞ γ = 3 ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ J = IAE + ISU ✐s ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋♦r t❤❡ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ J = 1.56 ❛t kp = 4 ❛♥❞ ki = 3 ✇✐t❤ α = 0.7 ❛♥❞ γ = 3✱
✇❤✐❧❡ ❢♦r t❤❡ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✈❛❧✉❡ t♦ ❜❡ J = 2.5 ❛t kp = 4 ❛♥❞
ki = 1.7 ✇✐t❤ γ = 3✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✸✼✳✸✺✪ ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ ❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r t❤❡ ▼❆❙ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ P■ ❝♦♥tr♦❧ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐♥✈♦❧✈❡s ❛ s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❜❡t✇❡❡♥
❜♦t❤ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❢♦r P■ ✐s ✵✳✶✻✽✹s✱ ✇❤✐❧❡ ❢♦r ❋❖P■ ✐s ✵✳✶✽✼✽s✳

❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❱✲❘❊P ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛s ✐♥ ❝❛s❡ ■✳ ❉✐s✲
t✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❛r❡ ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭d = 0✮ ✐♥ t❤✐s ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞
t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ❣❛✐♥s ❛r❡ ♠♦❞✐✜❡❞ t♦ kp = 0.5✱ ki = 0.2 ❛♥❞
γ = 4 t♦ ❛✈♦✐❞ s❛t✉r❛t✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉ts ♦❢ t❤❡ ❑❤❡♣❡r❛ r♦❜♦ts✳ ❚❤❡
r❡s✉❧t ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✷✵✳



✶✵✹ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✵✿ ❊①♣❡r✐♠❡♥t ✐♥ ❱✲❘❊P ❛t t = 0✱ ✽✱ ✶✻✱ ❛♥❞ ✷✺s✳

❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✉s✐♥❣ ❱✲❘❊P ❛t t = 0✱ ✽✱ ✶✻✱ ❛♥❞ ✷✺s ✇✐t❤ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❋❖P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐s ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✷✵✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ r♦❜♦ts ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛t t = 25s✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r②✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ P■ ❝♦♥tr♦❧❧❡r
t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛t t > 40s✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ♦❢ t❤❡ tr❛❥❡❝t♦r✐❡s
❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥✲❦❡❡♣✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ t❤❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❞✐s♣❧❛②❡❞ ✐♥ ❋✐❣✳✺✳✷✶ ❛♥❞
❋✐❣✳✺✳✷✷✳

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✶✿ ❋♦r♠❛t✐♦♥✲❦❡❡♣✐♥❣ ❡rr♦rs ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P✳



✺✳✺ ❙✉♠♠❛r② ✶✵✺

✭❛✮

✭❜✮

❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✷✿ ❛✮ ①✲♣♦s✐t♦♥s ❛♥❞ ❜✮ ②✲♣♦s✐t♦♥s ♦❢ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts ✐♥ ❱✲❘❊P

✺✳✺ ❙✉♠♠❛r②

■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s t❤❛t ✐♥✈♦❧✈❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s
♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r✲
❜❛♥❝❡s ✐s st✉❞✐❡❞✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❢♦r♠ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t
s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣✲
♣r♦❛❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s
❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ✜①❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❆❢t❡r
t❤❛t✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐s st✉❞✐❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s
♣r♦❜❧❡♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✐♥



✶✵✻ ❆ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts

t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ❢♦r ▼❆❙ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡
✇❤♦❧❡ s②st❡♠ ❛✛❡❝t❡❞ ❜② ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ st♦❝❤❛st✐❝ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❜♦✉♥❞❡❞ ✐♥
t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ❤♦✇ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♣r♦t♦✲
❝♦❧ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❢♦r ♥♦♥✲❤♦❧♦♥♦♠✐❝ ✈❡❤✐❝❧❡s ✭❑❤❡♣❡r❛
■❱ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts✮✳

❚❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥✿

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ▼✳ ●✉✐♥❛❧❞♦✱ ❊✳ ❋❛❜r❡❣❛s✱ ❙✳ ❉♦r♠✐❞♦✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡
❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❉✐str✐❜✉t❡❞ ❋♦r♠❛t✐♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❢♦r ▼✉❧t✐❛❣❡♥t
❙②st❡♠s ❯s✐♥❣ ❛ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲❖r❞❡r Pr♦♣♦rt✐♦♥❛❧✲■♥t❡❣r❛❧ ❙tr✉❝t✉r❡✱✧ ✐♥
■❊❊❊ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❙②st❡♠s ❚❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✷✵✷✶✳

• ❘✳ ❈❛❥♦✱ ❙✳ ❩❤❛♦✱ ❉✳ P❧❛③❛✱ ❘✳ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈✳▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ✧❉✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ❈♦♥tr♦❧ ♦❢ ❙❡❝♦♥❞✲❖r❞❡r ▼✉❧t✐✲❆❣❡♥t ❙②st❡♠s✿ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧
■♥t❡❣r❛❧ ❆❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❈♦♥s❡♥s✉s✧✳ ■♥ ✸✾t❤ ❈❤✐♥❡s❡ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
✭❈❈❈✮✱ ❙❤❡♥②❛♥❣✱ ❈❤✐♥❛✱ ♣♣✳ ✹✻✺✷✲✹✻✺✼✱✷✵✷✵✳



6
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❛♥❞

P❡rs♣❡❝t✐✈❡s

❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ s✉♠♠❛r✐③❡s t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ♦❢ t❤✐s t❤❡s✐s ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡s t❤❡
❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ ❢✉t✉r❡ r❡s❡❛r❝❤ ❢♦r ❆✉t♦♥♦♠♦✉s ❆❣❡♥ts✳

✻✳✶ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s

❯♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ❛♥❞ ❣r♦✉♥❞ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ ❜❡✐♥❣ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ t♦ ❛ss✐st ❤✉♠❛♥s
✐♥ ❞❛♥❣❡r♦✉s t❛s❦s✱ ❛❝❝❡ss ❤❛r❞✲t♦✲r❡❛❝❤ ❧♦❝❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ r❡♣❡t✐t✐✈❡ ✇♦r❦✳
❚❤❡s❡ ✈❡❤✐❝❧❡s ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❢❛♠✐❧✐❡s ♦❢ r♦❜♦ts✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡
❝❛♣❛❜✐❧✐t② t♦ ♣❡r❢♦r♠ t❛s❦s t❤❛t ❛r❡ ❞✐✣❝✉❧t ♦r ❝♦st❧② t♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤✳ ❚❤❡s❡
t❛s❦s ❝❛♥ ❜❡ ❡♥✉♠❡r❛t❡❞ s✉❝❤ ❛s s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✱ ♠✐❧✐t❛r② ♦♣❡r❛t✐♦♥s✱ ♠❡❞✐❝❛❧
s❡r✈✐❝❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ r❡s❝✉❡✱ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❛❣r✐❝✉❧t✉r❡✱ ❡t❝✳ ❚❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s ✐♥✲
✈♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ t❛s❦s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ♥❛✈✐❣❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛♥❡✉✈❡rs
✐♥ ❛❞✈❡rs❡ ✇❡❛t❤❡r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ✇✐♥❞✱ r❛✐♥✱ s♥♦✇❢❛❧❧✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t
✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❢♦❝✉s ♦♥ tr❛❥❡❝t♦r②
❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✳

❋✐rst❧②✱ ❛♥ ❡①t❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ✐♥ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦✈❡r t❤❡ ❧❛st ❞❡❝❛❞❡ ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡
❛❜♦✉t tr❛❥❡❝t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥✐♥❣✱ st❛t❡ ❡st✐♠❛t✐♦♥✱
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡✱ ❢❛✉❧t ❞❡t❡❝t✐♦♥✱
❛♥❞ ❞✐❛❣♥♦s✐s ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ str❡♥❣t❤s ❛♥❞
❞r❛✇❜❛❝❦s ♦❢ ❡❛❝❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r t❡❝❤♥✐q✉❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❢♦r s✐♥❣❧❡ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
❛❣❡♥ts ✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛♥❞ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ tr❛❥❡❝✲
t♦r② ❝♦♥tr♦❧✱ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛s t❤❡ ♠♦st ❞✐✣❝✉❧t
❛♥❞ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ♣❛rts ♦❢ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts t❤❛t ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ st✉❞✐❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❡♦r②✳
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■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ❛ ❋❖P❉ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ♣❧❛t✲
❢♦r♠ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t✇♦ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ s✉❝❤ ❛s ❛ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ ❛ t✉♥✐♥❣ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝❧❡ s✇❛r♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭P❙❖✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚✇♦ t❡st s❝❡♥❛r✲
✐♦s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ q✉❛❞r♦t♦r ✉s✐♥❣ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛♥❞
✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤❡ ✜rst s❝❡♥❛r✐♦ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡ ♠✐ss✐♦♥
✇✐t❤ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✉s✐♥❣ ❛ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ♣❛t❤✳ ❚❤❡ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✉s✐♥❣ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs t✉♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❣❛✐♥✲❝r♦ss♦✈❡r ♠❡t❤♦❞
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳ ❇② ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥✲
tr♦❧❧❡rs s✉❝❤ ❛s ▼P❈✲❊P❙❆❈ ❛♥❞ ■❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✱ t❤❡ s✉♣❡r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡
❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ✐s ✈❡r✐✜❡❞✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ s❝❡♥❛r✐♦ ❢♦r t❤❡ ❤❡❛❧t❤ ❝❛r❡ ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❆❘✳❉r♦♥❡ ✐s ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ♣❛t❤ ♣❧❛♥♥❡r✱ ❛ ❧❡❛❞❡r✲❢♦❧❧♦✇❡r
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛♥❞ ❛ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❋❖P❉ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ❚❤❡
❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❛r❡ t✉♥❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❜♦t❤ s❝❡♥❛r✐♦s s❤♦✇ t❤❛t ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r
❝♦♥tr♦❧❧❡rs t✉♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♠❡t❤♦❞s ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✱ ✐♥
t❡r♠s ♦❢ tr❛❝❦✐♥❣ ❡rr♦r✱ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ❝♦♠♣❛r❡❞
t♦ ✐♥t❡❣❡r✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳

■♥ ▼P❈✱ t❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦♥ t❤❡
❝♦♥tr♦❧ ❡✛♦rt ✐♥❝r❡♠❡♥ts ❛♥❞ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❡rr♦r✳ ❚❤❡s❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s
❛r❡ ❛❧✇❛②s ♥♦♥♥❡❣❛t✐✈❡ ❛♥❞ ✉s✉❛❧❧② ❝❤♦s❡♥ ❛s ❝♦♥st❛♥t ♦r ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ✐♥✲
❝r❡❛s✐♥❣✳ ❚❤❡s❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❞✐r❡❝t❧② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛
❝❧♦s❡❞✲❧♦♦♣ s②st❡♠ ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇✐t❤
t❤❡ ❡♠❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ ✐ts ❜❡♥❡✜ts t♦ r❡♣r❡s❡♥t ❞❡r✐✈❛✲
t✐✈❡s ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛❧s t♦ ♥♦♥✲✐♥t❡❣❡r ♦r❞❡rs✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
❞❡r✐✈❡❞ t♦ ❛ r❡❛❧ ♦r ❝♦♠♣❧❡① ♦r❞❡r✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦✛❡r❡❞ ❜②
❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦rs
✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ▼P❈ ❛❧❣♦r✐t❤♠✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
●rü♥✇❛❧❞✲▲❡t♥✐❦♦✈ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❣❡♥❡r❛t❡s ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡✲
q✉❡♥❝❡s ✭Υ✱ Ω)✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❤❛✈❡ ♥❡❣❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥ts ❢♦r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠ ✈❛❧✲
✉❡s ❧❡ss t♦ 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❋❖▼P❈ ❛♥❞ ▼P❈ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❢♦r ❆❘✳❞r♦♥❡
❛r❡ st✉❞✐❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t✇♦ ❝❛s❡s ❢♦r ❝♦♥st❛♥t ❛♥❞ ❡①♣♦♥❡♥✲
t✐❛❧ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r ▼P❈ ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❋❖▼P❈✳ ❚❤❡ ✇❡✐❣❤t✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❝♦st ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛r❡ t✉♥❡❞ ✇✐t❤ P❙❖✱
✇❤✐❧❡ ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❛♥♦t❤❡r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ t❤❡ ■❆❊ ❛♥❞ ■❙❯
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞❡①❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ❜❡st ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝✲
t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡r ✐♥ ♣❛t❤✲❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✇✐♥❞ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡ r❡❥❡❝t✐♦♥ ❢♦r
tr❛♥s❧❛t✐♦♥❛❧✱ ❛❧t✐t✉❞❡✱ ❛♥❞ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s
✐♥❤❡r❡♥t ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s✳

❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❣r♦✉♣ ♦❢ ❯❆❱s ♦r ❯●❱s ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❛ ❧❛r❣❡✲s❝❛❧❡ s②st❡♠ ❝❛♣❛❜❧❡ ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡① ❣♦❛❧s ✐♥ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✱ ♣r♦✈✐❞❡❞ t❤❡② ❛❝t t♦❣❡t❤❡r ❡✛❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤✐s ❝♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ✇♦r❦
❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✐s ❦♥♦✇♥ ❛s ❛ ❝♦♥s❡♥s✉s ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②s✲
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t❡♠s ✭▼❆❙s✮✳ ❙✉❝❤ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠s ❤❛✈❡ ♥✉♠❡r♦✉s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ❛t✲
t✐t✉❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐♥ s❛t❡❧❧✐t❡s✱ s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦s✱ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡t❝✳
❍❡r❡✱ t✇♦ ♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✺✳ ❋✐rst❧②✱ t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❛❣❡♥t s②st❡♠s ♠♦❞❡❧❡❞
✇✐t❤ ❞♦✉❜❧❡✲✐♥t❡❣r❛t♦r ❞②♥❛♠✐❝s ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐s ❞✐s✲
❝✉ss❡❞✳ ❆❢t❡r t❤❛t✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ❝♦♥s❡♥s✉s ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆ ♥♦✈❡❧ ❢♦r♠ t♦ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ♠✉❧t✐✲
❛❣❡♥t s②st❡♠s ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ♣❡r♠✐ts t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥s❡♥✲
s✉s ❜❡t✇❡❡♥ ❛❣❡♥ts ✇✐t❤ ❛♥ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ✜①❡❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ t♦♣♦❧♦❣②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❛t ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ t❡r♠s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦✲
t♦❝♦❧s ❢♦r ▼❆❙s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ r♦❜✉st♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s②st❡♠
✉♥❞❡r ❝♦♥st❛♥t ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ♥❡t✇♦r❦✳
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◆♦✇✱ ✇❡ ❛r❡ ♦♥ ♦✉r ✇❛② t♦ ❢✉❧❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ♠♦r❡ r❡s❡❛r❝❤ ✐s st✐❧❧ r❡q✉✐r❡❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡✈❡r❛❧ r❡❝♦♠♠❡♥❞❛t✐♦♥s
❢♦r ❢✉t✉r❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ✇✐t❤ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❧✐st❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

• ❖♥❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐s ✐ts ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛✲
t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦♣❡r❛t♦r ✐♥
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♦r ❞✐s❝r❡t❡ t✐♠❡ ❢♦r♠✱ ✇❤✐❝❤ r❡q✉❡sts ❛ ❤✐❣❤✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ❬✶✵✸❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❞✉r✐♥❣
❛ r❡❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ✐♥ ❡♠❜❡❞❞❡❞
s②st❡♠s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♠✐❝r♦❝♦♥tr♦❧❧❡rs s✉❝❤ ❛s ❯❆❱s ❛♥❞ ❯●❱s✳ ❆ ♥♦✈❡❧
❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✶✸✻❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♣r♦t♦❝♦❧s ✐♥ t❤❡ ❑❤❡♣❡r❛ ■❱ ♠♦❜✐❧❡ r♦❜♦ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t
✐s st✐❧❧ ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❡✣❝✐❡♥❝② ♦❢ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❛♣♣r♦①✲
✐♠❛t✐♦♥ ♦r ❞✐r❡❝t ♠❡t❤♦❞s t♦ ❜❡tt❡r t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❜❡♥❡✜ts
♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s✳

• ❖♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❯❆❱ s②st❡♠s t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
✢✐❣❤t t✐♠❡ ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s t♦❞❛②✱ s❡✈❡r❛❧ st✉❞✐❡s ❛r❡ ✇♦r❦✐♥❣
♦♥ t❤✐s ✜❡❧❞ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥ ❝❤❛r❣❡ st❛t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❝❛♥ ❤❡❧♣ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♠♦♥✲
str❛t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡❛❧ ✇✐t❤
❤❛r❞ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t✐❡s ✐♥ ✐♥str✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ s✉❝❤ ❛s r❡s♦❧✉t✐♦♥ ❧✐♠✐t❡rs✱ r❛t❡
❧✐♠✐t❡rs✱ s❧❡✇ r❛t❡s✱ ❡t❝✳ ■❢ ♣r✐♦r✐t② ❜❛s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞✱ t❤✐s
❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ✐♠♣❛❝t ♠✐♥✐♠✐③✐♥❣ ❜❛tt❡r② ✉s❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r✲
❡st ❢♦r ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❣❡♥ts ✭❧❛♥❞✱ ❛❡r✐❛❧✱ ♠❛r✐t✐♠❡✮✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❡✈❡♥t✲
❜❛s❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ✇✐t❤ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❞✐r❡❝t✐♦♥
t♦ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡ ❡♥❡r❣② ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳

• ■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ❝♦♥s❡♥s✉s ❛♥❞ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛✉t♦♥♦♠♦✉s
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❛❣❡♥ts ❛r❡ st✉❞✐❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ ♥❡t✲
✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ✇✐t❤ ❛ ✉♥✐❞✐r❡❝t✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s
✐t ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡♥s♦rs ✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ✜❡❧❞s ♦❢ ✈✐❡✇✳
❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ r❡s❡❛r❝❤ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ st✉❞② ♦❢ ♠✉❧t✐♣❧❡
❛✉t♦♥♦♠♦✉s ❛❣❡♥ts ❝❛♥ ❜❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❛✈♦✐❞❛♥❝❡
♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ✇✐❧❧ ❛❧✲
❧♦✇ ✉s t♦ ✉s❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡✈❡❧s ♦❢ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✜❡❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥
❞❛♥❣❡r♦✉s ❝❛s❡s ❛♥❞ ✉♥❦♥♦✇♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t
t♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥♣✉t ❝♦♥str❛✐♥ts t❤❛t ❛❝t✉❛t♦rs ❛r❡ s✉❜❥❡❝t❡❞✳



A
❆♣♣❡♥❞✐①

❆✳✶ ▲❡♠♠❛ ✷

Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✶✮ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✐❢ λi = 0 ❛♥❞ dei = 0 ✐♥ ✭✺✳✶✸✮✱
t❤❡♥ ëi(t) = 0 ⇒ ei(t) = ei(0) + tėi(0)✱ ∀t✳
❋♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✷✮ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✸✮
✇✐t❤ dei = 0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

Ei(s) =
ei(0)s

α(s+ γλi) + ėi(0)s
α

sα(s2 + γλis+ λikp) + λiki
, α ∈ (0, 1) ✭❆✳✶✮

❛♥❞ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s✿

CE(kp, ki, γ, α, λi; s) = sα(s2 + γλis+ λikp) + λiki ✭❆✳✷✮

❚❤❡ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ❞❡♣❡♥❞s ♦❢ t❤❡ r♦♦ts ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢
CE(kp, ki, γ, α, λi; s)✳ ❚❤❡ s②st❡♠ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✭✺✳✶✸✮ ✐s st❛❜❧❡✱ ✐❢
❛❧❧ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ✭❆✳✷✮ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ✭▲❍P✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛❧✉❡s ❢♦r (kp, ki, γ)✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥t♦ ♦❢ t❤❡
st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ Q✳ ❚❤✐s r❡❣✐♦♥ Q ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r②
❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞ ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ r❡❛❧ r♦♦t ❜♦✉♥❞❛r② ✭❘❘❇✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r♦♦t
❜♦✉♥❞❛r② ✭❈❘❇✮ ❬✶✾✽✕✷✵✵❪✳

• ❘❘❇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② CE(kp, ki, γ, α, λi; s = 0) = 0✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢
❜♦✉♥❞❛r② ✐s ki = 0✳

• ❈❘❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) = 0 ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿



✶✶✷ ❆♣♣❡♥❞✐①

CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) = 0

= (jω)α
(

(jω)2 + γλi(jω) + λikp
)

+ λiki = 0

= λikpω
α cos(

π

2
α)− γλiω

α+1 sin(
π

2
α)− ωα+2 cos(

π

2
α) + λiki+

j
(

λikpω
α sin(

π

2
α)

)

+ j
(

γλiω
α+1 cos(

π

2
α)− ωα+2 sin(

π

2
α)

)

= 0

✭❆✳✸✮
✐♥ ✇❤✐❝❤✱ (jω)α = ωα(cos(π2α) + j sin(π2α))✳

❇② r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rts ♦❢ CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (kp, ki)
✐♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ γ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

kp =
ω2

λi
−

γω

tan(π2α)
, ki =

γωα+1

sin(π2α)
; ω ∈ (0,+∞) ✭❆✳✹✮

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ λi > 0 ❛♥❞ kp > 1
min{λi}

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
2

α+1

−

γ
tan(π

2
α)

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
1

α+1

✱ ki > 0✱ γ > 0✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ Ei(s) ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ▲❍P✳ ❍❡♥❝❡ limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳

❆✳✷ ▲❡♠♠❛ ✸

Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✶✮ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸ ✐❢ λi = 0 ✐♥ ✭✺✳✶✸✮✱ t❤❡♥ ëi(t) = dei
⇒ ei(t) = ei(0) + tėi(0) +

t2

2 dei✱ ∀t✳
❋♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✷✮ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✶✸✮
✇✐t❤ dei = 0 ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

Ei(s) =
ei(0)s

α+1(s+ γλi) + ėi(0)s
α+1 + deis

α

sα+1(s2 + γλis+ λikp) + λikis
, α ∈ (0, 1) ✭❆✳✺✮

❛♥❞ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s CE(kp, ki, γ, α, λi; s) =
sα+1(s2 + γλis + λikp) + λikis✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦✲
❝✉s ♠❡t❤♦❞ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦✿

• ❘❘❇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② CE(kp, ki, γ, α, λi; s = 0) = 0✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢
❜♦✉♥❞❛r② ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛❧❧ t❤❡ t❡r♠s ♦❢ CE ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ s✳

• ❈❘❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) = 0✳ ■ts
❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✹✮✳



❆✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✶ ✶✶✸

❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ (kp, ki)✲♣❧❛♥❡✱ ✐t ✐s ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡❞ t❤❛t t❤❡ st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡♥ λi > 0 ❛♥❞ kp >

1
min{λi}

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
2

α+1

− γ
tan(π

2
α)

(

ki sin(
π
2
α)

γ

)
1

α+1

✱ ki > 0✱ γ > 0✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧❡s

♦❢ Ei(s) ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❍P✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳

❆✳✸ ❚❤❡♦r❡♠ ✶

Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ di = 0 ∀i ∈ V✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t G ✐s ❛♥ ✉ ❝♦♥♥❡❝t❡❞
❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✱ ❤❡♥❝❡ ❜② ▲❡♠♠❛ ✶ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t L ❤❛s ❛ ③❡r♦
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡s ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱
λ1 = 0 ❛♥❞ λi > 0, i = 2, 3, . . . , n✳
❋♦r α ∈ (0, 1)✱ ✐❢ λi = 0 ✐s ❛ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ s❛t✐s✜❡s ✭✺✳✽✮✳ ❇② t❤❡
♣r♦♣❡rt② ✶✮ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷✱ ✐t ✐s ❦♥♦✇♥ t❤❛t ei(t) = ei(0) + tėi(0)✱ ∀t✳ ■❢
λi > 0, i 6= 1✱ s❛t✐s✜❡s ✭✺✳✽✮✱ t❤❡♥ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✷✮ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✷ s❛t✐s✲
✜❡s t❤❛t limt→∞ ei(t) = 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧ts ❤❛✈❡
limt→∞ e(t) = [e1(0) + tė1(0), 0, . . . , 0]

T ✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥✈♦❧✈❡s limt→∞X(t) =
limt→∞ Te(t) = TPe(0) = TPTT (X(0) + tẊ(0))✱ ✇❤❡r❡ P = [pij ] ∈ R

n×n

✇✐t❤ p11 = 1 ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ③❡r♦s✳ T ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱
t❤❡r❡❢♦r❡ ✐ts ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ✐s 1 ❛♥❞ t❤❡ ✜rst r♦✇ ♦❢ TT ✐s q✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s
t❤❛t qT1 = 1✳
❍❡♥❝❡✱ limt→∞X(t) = 1qTX(0) + t1qT Ẋ(0)✱ t❤❛t ✐s limt→∞ xi(t) =
limt→∞ xj(t) = qTX(0) + tqT Ẋ(0)✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s xi(t) − xj(t) → 0 ❛♥❞
ẋi(t)− ẋj(t) → 0✳
❆♥♦t❤❡r ❝❛s❡ ✇❤❡♥ di 6= 0 ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ i ∈ V✳ ❆ s✐♠✐❧❛r
♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧ts ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✸
❤❛s limt→∞ e(t) = [e1(0) + tė1(0) + t2 de12 , 0, . . . , 0]

T ✱t❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t
limt→∞X(t) = limt→∞ Te(t) = TPe(0) = TPTT (X(0) + tẊ(0) + t2 d2 ✳

❍❡♥❝❡✱ limt→∞X(t) = 1qTX(0)+t1qT Ẋ(0)+t21 q
T d
2 t❤❛t ✐s limt→∞ xi(t) =

limt→∞ xj(t) = qTX(0)+tqT Ẋ(0)+t2 q
T d
2 ✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t xi(t)−xj(t) →

0✱ ẋi(t)− ẋj(t) → 0 ❛♥❞ ẍi(t)− ẍj(t) → 0 ❛s t → ∞✱ ✇❤✐❧❡ ❛❜s♦❧✉t❡ st❛t❡s
❞✐✈❡r❣❡ ✐✳❡✳✱ limt→∞ |xi(t)| = ∞✳

❆✳✹ ▲❡♠♠❛ ✹

Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✶✮✱ ❜② t❛❦✐♥❣ λi = 0 ❛♥❞ dei = 0 ❢r♦♠ ✭✺✳✷✸✮✱
t❤❡♥❝❡ ėi(t) = 0 ⇒ ei(t) = ei(0)✱ ∀t✳ ■❢ dei 6= 0 ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✷✮✱ t❤✉s
ėi(t) = dei ⇒ ei(t) = ei(0) + tdei✱ ∀t✳
❇② ❧❛st✱ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✸✮ ✐s r❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts ❢♦r dei = 0 ❛♥❞
dei 6= 0✳ ❋♦r dei = 0✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ ✭✺✳✷✸✮✱ ✐t ✐s
♦❜t❛✐♥❡❞✿



✶✶✹ ❆♣♣❡♥❞✐①

Ei(s) =
sαei(0)

sα(s+ λikp) + λiki
, α ∈ (0, 1) ✭❆✳✻✮

✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✿

CE(kp, ki, α, λi; s) = sα(s+ λikp) + λiki ✭❆✳✼✮

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r♦♦ts ❧♦❝✉s ♦❢
CE(kp, ki, α, λi; s)✳ ■❢ ❛❧❧ t❤❡ r♦♦ts ♦❢ ✭❆✳✼✮ ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛❧❢
♣❧❛♥❡ ✭▲❍P✮✱ t❤❡ ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ✭✺✳✷✸✮ ✐s st❛❜❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠
✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ (kp, ki, α)✱ ✇❤✐❝❤ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ Q✳ ❚❤✐s
r❡❣✐♦♥ Q ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ r❡❛❧ r♦♦t ❜♦✉♥❞❛r② ✭❘❘❇✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① r♦♦t
❜♦✉♥❞❛r② ✭❈❘❇✮ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❬✶✾✽✕✷✵✵❪✿

• ❚❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ α ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s α ∈ (0, 1)✳

• ❘❘❇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② CE(kp, ki, α, λi; s = 0) = 0✱ ✐♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✐s ki = 0✳

• ❈❘❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ CE(kp, ki, α, λi; s = jω) = 0 ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿

CE(kp, ki, α, λi; s = jω) = (jω)α(jω + λikp) + λiki = 0

= λikpω
α cos(

π

2
α) + λiki − ωα+1 sin(

π

2
α)+

j
(

λikpω
α sin(

π

2
α) + ωα+1 cos(

π

2
α)

)

= 0

✭❆✳✽✮

✇❤❡r❡✱ (jω)α = ωα(cos(π2α) + j sin(π2α))✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❜② r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞
✐♠❛❣✐♥❛r② t❡r♠s ♦❢ CE(kp, ki, α, λi; s = jω) ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡✲
t❡rs (kp, ki) ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

kp = −
ω

λi tan(
π
2α)

, ki =
ωα+1

λi sin(
π
2α)

; ω ∈ (0,+∞) ✭❆✳✾✮

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ dei 6= 0✳ ❚❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠ t♦ t❤❡
s②st❡♠ ✭✺✳✷✸✮ ❣✐✈❡s✿

Ei(s) =
sα+1ei(0) + sαdei

sα+1(s+ λikp) + λikis
, α ∈ (0, 1) ✭❆✳✶✵✮

❚❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❛❣❛✐♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ✭❆✳✶✵✮✳ ■ts ❝❤❛r✲
❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s CE(kp, ki, α, λi; s) = s[sα(s+λikp)+λiki]✳



❆✳✺ ❚❤❡♦r❡♠ ✷ ✶✶✺

• ❘❘❇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② CE(kp, ki, α, λi; s = 0) = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ CE ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ s✳

• ❈❘❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ CE(kp, ki, α, λi; s = jω) = 0✳ ■ts
❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t♦ t❤❛t ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✾✮✳

❲❡ ❝❤❡❝❦ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ (kp, ki)✲♣❧❛♥❡✳ ■t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ st❛✲
❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❤❡♥ λi > 0✱ dei ∈ R ❛♥❞

kp > −
(ki max{λi} sin(π

2
α))

1
α+1

max{λi} tan(π
2
α) ✱ ki > 0✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ Ei(s) ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞

✐♥ t❤❡ ▲❍P✳ ❍❡♥❝❡✱ limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳

❆✳✺ ❚❤❡♦r❡♠ ✷

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ di = 0 ∀i ∈ V✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t G ✐s
❛♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ▲❡♠♠❛ ✶✱ L ❤❛s ❛
③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✱ ✐✳❡✳✱ λ1 = 0 ❛♥❞ λi >
0, i = 2, 3, . . . , n✳ ❋♦r α ∈ (0, 1)✱ ✇❤❡♥ λi = 0✱ ✐t ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡♠♠❛
✹ ✭♣r♦♣❡rt② ✶✮ t❤❛t ei(t) = ei(0)✱ ∀t✳ ■❢ λi > 0, i 6= 1✱ ✐t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✹ ✭♣r♦♣❡rt② ✸✮ t❤❛t limt→∞ ei(t) = 0✳ ❍❡♥❝❡✱ limt→∞ e(t) =
[e1(0), 0, . . . , 0]

T ⇒ limt→∞ x̃(t) = limt→∞ Te(t) = TPe(0) = TPTT x̃(0)✱
✐♥ ✇❤✐❝❤ P = [pij ] ∈ R

n×n ✇✐t❤ p11 = 1 ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ③❡r♦s✳ T
✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ t❤❡♥❝❡ ✐ts ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s 1 ❛♥❞ t❤❡
✜rst r♦✇ ♦❢ TT ❛s q✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❛t qT1 = 1✳ ❍❡♥❝❡✱ limt→∞ x̃(t) =
TPTT x̃(0) = 1qT x̃(0)✱ t❤❛t ✐s limt→∞ x̃i(t) = limt→∞ x̃j(t) = qT x̃(0) ⇒
xi(t)− xj(t) → δij ✳
❲❡ ♥❡①t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ di 6= 0 ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ i ∈ V✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹ ✭♣r♦♣❡rt✐❡s
✷✮ ❛♥❞ ✸✮✮✱ ✐t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ t❤❛t limt→∞ e(t) = [e1(0) + tde1, 0, . . . , 0]

T ✱ ❛♥❞
t❤❡♥✱ limt→∞ x̃(t) = limt→∞ Te(t) = TPe(0) = TPTT (x̃(0) + td)✳ ❍❡♥❝❡✱
limt→∞ x̃(t) = 1qT x̃(0) + t1qT d✱ t❤❛t ✐s limt→∞ x̃i(t) = limt→∞ x̃j(t) =
qT x̃(0) + tqT d✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t xi(t) − xj(t) → δij ✱ ẋi(t) − ẋj(t) → 0 ❛s
t→ ∞ ❛♥❞ limt→∞ |xi(t)| = ∞✳

❆✳✻ ▲❡♠♠❛ ✺

Pr♦♦❢✳ ❋♦r t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✶✮ ✇❤❡♥ λi = 0 ❛♥❞ dei = 0 ✐♥ ✭✺✳✷✼✮✱ ✐t
❢♦❧❧♦✇s t❤❛t ëi(t) = −γėi(t)✱ ⇒ ei(t) = ei(0) +

ėi(0)
γ (1 − e−γt)✱ ∀t✳ ■❢

dei 6= 0 ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦♣❡rt② ✷✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❛t ëi(t) = −γėi(t) + dei ⇒

ei(t) = ei(0) +
ėi(0)
γ (1− e−γt) + dei

γ2 (γt+ e−γt − 1)✱ ∀t✳



✶✶✻ ❆♣♣❡♥❞✐①

❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ♣r♦♣❡rt② ✸✮ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ t✇♦ ♣❛rts ❢♦r dei = 0 ❛♥❞ dei 6= 0✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ dei = 0✱ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s❢♦r♠
t♦ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✷✽✮ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞✿

Ei(s) =
ei(0)s

α(s+ γ) + ėi(0)s
α

sα(s2 + γs+ λikp) + λiki
, α ∈ (0, 1) ✭❆✳✶✶✮

✇✐t❤ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥✿

CE(kp, ki, γ, α, λi; s) = sα(s2 + γs+ λikp) + λiki ✭❆✳✶✷✮

❚❤❡ s❛♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ✐❞❡❛s ❛s t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹ ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❚❤❡
st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞ ❜❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❘❘❇ ❛♥❞ ❈❘❇ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✳

• ❘❘❇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② CE(kp, ki, γ, α, λi; s = 0) = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢
❜♦✉♥❞❛r② ✐s ki = 0✳

• ❈❘❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) = 0 ❛s
❢♦❧❧♦✇s✿

CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) = 0

= (jω)α
(

(jω)2 + jγω + λikp
)

+ λiki = 0

= λikpω
α cos(

π

2
α)− γωα+1 sin(

π

2
α)− ωα+2 cos(

π

2
α) + λiki+

j
(

λikpω
α sin(

π

2
α)

)

+ j
(

γωα+1 cos(
π

2
α)− ωα+2 sin(

π

2
α
)

= 0

✭❆✳✶✸✮
✇❤❡r❡✱ (jω)α = ωα(cos(π2α) + j sin(π2α))✳

❇② r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✷✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❡q✉❛t✐♥❣ ✇❤❡♥ t❤❡ r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r②
♣❛rts ♦❢ CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) ❛r❡ ❡q✉❛❧ t♦ ③❡r♦✱ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs (kp, ki)
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s✿

kp =
ω2

λi
−

γω

λi tan(
π
2α)

, ki =
γωα+1

λi sin(
π
2α)

; ω ∈ (0,+∞) ✭❆✳✶✹✮

❲❡ ♥♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ dei 6= 0✱ ❧❡t ✉s t❛❦❡ t❤❡ ▲❛♣❧❛❝❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ✭✺✳✷✽✮✿

Ei(s) =
ei(0)s

α+1(s+ γ) + sα+1ėi(0) + sαdei
sα+1(s2 + γs+ λikp) + λikis

, α ∈ (0, 1) ✭❆✳✶✺✮



❆✳✼ ❚❤❡♦r❡♠ ✸ ✶✶✼

❇② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧♦❝✉s ♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✭❆✳✶✺✮✱ ✐ts ❝❤❛r❛❝t❡r✐s✲
t✐❝ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s CE(kp, ki, γ, α, λi; s) = sα+1(s2+γs+λikp)+λikis✳

• ❘❘❇ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② CE(kp, ki, γ, α, λi; s = 0) = 0✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡ ♦❢
❜♦✉♥❞❛r② ❞♦❡s ♥♦t ❡①✐st✱ ❜❡❝❛✉s❡ ❛❧❧ t❡r♠s ♦❢ CE ❞❡♣❡♥❞ ♦❢ s✳

• ❈❘❇ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ CE(kp, ki, γ, α, λi; s = jω) = 0✳ ■ts
❝✉r✈❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ t♦ t❤❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ✭❆✳✶✹✮✳

❇② ❝❤❡❝❦✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❣✐♦♥s ♦❢ (kp, ki)✲♣❧❛♥❡✱ ✐t ✐s ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡
st❛❜✐❧✐t② r❡❣✐♦♥ ✐s ♠❛✐♥t❛✐♥❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❤❡♥ λi > 0✱ dei ∈ R ❛♥❞ kp >

1
max{λi}

(

ki max{λi} sin(π
2
α)

γ

)
2

α+1

− γ
max{λi} tan(π

2
α)

(

ki max{λi} sin(π
2
α)

γ

)
1

α+1

✱

ki > 0✱ γ > 0✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ ♣♦❧❡s ♦❢ Ei(s) ❛r❡ ❧♦❝❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ▲❍P✳ ❍❡♥❝❡✱
limt→∞ ei(t) = 0 ❛s t→ ∞✳

❆✳✼ ❚❤❡♦r❡♠ ✸

Pr♦♦❢✳ ❋✐rst ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ di = 0 ∀i ∈ V✳ ❘❡♠❡♠❜❡r t❤❛t G
✐s ❛♥ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛♥❞ ✉♥❞✐r❡❝t❡❞ ❣r❛♣❤✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ ▲❡♠♠❛ ✶✱ L ❤❛s ❛ ③❡r♦
❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡st ❛r❡ ♣♦s✐t✐✈❡ r❡❛❧ ♥✉♠❜❡rs✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧❡t λ1 = 0 ❛♥❞ λi >
0, i = 2, 3, . . . , n✳ ❋♦r α ∈ (0, 1)✱ ✇❤❡♥ λi = 0 ✐s ❛ ③❡r♦ ❡✐❣❡♥✈❛❧✉❡ ❛♥❞ t❤❡
❞②♥❛♠✐❝s ♦❢ t❤❡ ❛❣❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✶✺✮✱ ✐t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✺
✭♣r♦♣❡rt② ✶✮ t❤❛t ei(t) = ei(0)+

ėi(0)
γ (1−e−γt)✱ ∀t✳ ❲❤❡♥ λi > 0, i 6= 1✱ ❢r♦♠

t❤❡ ▲❡♠♠❛ ✺ ✭♣r♦♣❡rt② ✸✮ ✐t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ t❤❛t limt→∞ ei(t) = 0✳ ❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣
t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ r❡s✉❧ts✱ t❤❡♥ limt→∞ e(t) = [e1(0) +

ė1(0)
γ , 0, . . . , 0]T ⇒

limt→∞ x̃(t) = limt→∞ Te(t) = TPe(0) = TPTT (x̃(0) +
˙̃x(0)
γ )✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤

P = [pij ] ∈ R
n×n ✇✐t❤ t❤❡ ❡❧❡♠❡♥t p11 = 1 ❛♥❞ t❤❡ r❡st ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ③❡r♦s✳

T ✐s ❛♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ♠❛tr✐①✱ t❤✉s ✐ts ✜rst ❝♦❧✉♠♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❛s 1 ❛♥❞ t❤❡
✜rst r♦✇ ♦❢ TT ❛s q✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❛t qT1 = 1✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ limt→∞ x̃(t) =

1qT x̃(0) + 1qT
˙̃x(0)
γ ✱ t❤❛t ✐s limt→∞ x̃i(t) = limt→∞ x̃j(t) = qT x̃(0) + qT

˙̃x(0)
γ

⇒ xi(t)− xj(t) → δij ✳
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡♥ di 6= 0 ❢♦r ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ i ∈ V✱ ❛ s✐♠✐❧❛r ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❝❛♥
❜❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞✳ ▲❡t ✉s ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✺ ✭♣r♦♣❡rt✐❡s ✷✮ ❛♥❞
✸✮✮✳ ■t ❤♦❧❞s t❤❛t limt→∞ e(t) = [e1(0) +

ė1(0)
γ + de1

γ2 (γt− 1), 0, . . . , 0]T ✱ ❛♥❞

t❤❡♥❝❡ t❤❛t limt→∞ x̃(t) = limt→∞ Te(t) = TPe(0) = TPTT (x̃(0) +
˙̃x(0)
γ +

d
γ2 (γt − 1))✳ ❍❡♥❝❡✱ limt→∞ x̃(t) = 1qT x̃(0) + 1qT

˙̃x(0)
γ + 1qT d

γ2 (γt − 1))

t❤❛t ✐s limt→∞ x̃i(t) = limt→∞ x̃j(t) = qT x̃(0) + qT
˙̃x(0)
γ + qT d

γ2 (γt − 1)✳
❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t xi(t) − xj(t) → δij ✱ ẋi(t) − ẋj(t) → 0 ❛s t → ∞ ❛♥❞
limt→∞ |xi(t)| = ∞✳
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❬✶✷✾❪ ❏✐♥❧✉ ❍❛♥✱ ▲♦♥❣ ❉✐✱ ❈❛❧✈✐♥ ❈♦♦♣♠❛♥s✱ ❛♥❞ ❨❛♥❣◗✉❛♥ ❈❤❡♥✳ P✐t❝❤
❧♦♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ❱❚❖▲ ❯❆❱ ✉s✐♥❣ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ❏♦✉r♥❛❧
♦❢ ■♥t❡❧❧✐❣❡♥t ✫ ❘♦❜♦t✐❝ ❙②st❡♠s✱ ✼✸✭✶✮✿✶✽✼✕✶✾✺✱ ❏❛♥ ✷✵✶✹✳ ■❙❙◆ ✶✺✼✸✲
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❬✶✸✵❪ ❈✳ ❲❛♥❣✱ ❏✳ ▲✐✱ ❨✳ ▲✐✉✱ ❛♥❞ ▼✳ ▲✐✳ ❘❡s❡❛r❝❤ ♦♥ ❯❆❱ ❛tt✐t✉❞❡ ❝♦♥tr♦❧
❜❛s❡❞ ♦♥ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ ❝♦♥tr♦❧❧❡rs✳ ■♥ Pr♦❝❡❡❞✲
✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✸r❞ ❈❤✐♥❡s❡ ❈♦♥tr♦❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡✱ ♣❛❣❡s ✸✺✺✷✕✸✺✺✼✱ ❏✉❧②
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✜♥✐t❡✲t✐♠❡ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡ ✉♥♠❛♥♥❡❞ ❛❡r✐❛❧ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■♥ ✷✵✶✽
■❊❊❊ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❈♦♥tr♦❧ ❚❡❝❤♥♦❧♦❣② ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❈❈❚❆✮✱
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❬✶✸✷❪ ❩✐q✉❛♥ ❨✉✱ ❨♦✉♠✐♥ ❩❤❛♥❣✱ ❨❛♦❤♦♥❣ ◗✉✱ ❛♥❞ ❩❤❡✇❡♥ ❳✐♥❣✳ ❆❞❛♣✲
t✐✈❡ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲♦r❞❡r ❢❛✉❧t✲t♦❧❡r❛♥t tr❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧ ❢♦r ❯❆❱ ❜❛s❡❞ ♦♥
❤✐❣❤✲❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡r✳ ■♥ ✶✸t❤ ❆❙▼❊✴■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡
♦♥ ▼❡❝❤❛tr♦♥✐❝ ❛♥❞ ❊♠❜❡❞❞❡❞ ❙②st❡♠s ❛♥❞ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦❧✉♠❡ ✾✱
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❬✶✸✸❪ ▼✳ ❘♦♠❡r♦✱ ■✳ ❚❡❥❛❞♦✱ ❏✳ ■✳ ❙✉❛r❡③✱ ❇✳ ▼✳ ❱✐♥❛❣r❡✱ ❛♥❞ ❆✳ P✳
❞❡ ▼❛❞r✐❞✳ ●P❈ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛ ♥❡t✇♦r❦❡❞ ❆●❱✳
■♥ ✷✵✵✾ ■❊❊❊ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ▼❡❝❤❛tr♦♥✐❝s✱ ♣❛❣❡s ✶✕✻✱
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❬✶✸✹❪ ❏✳ ❚✐❛♥✱ ◆✳ ❈❤❡♥✱ ❏✳ ❨❛♥❣✱ ❛♥❞ ▲✳ ❲❛♥❣✳ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r s❧✐❞✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛❝t✐✈❡ ❢♦✉r✲✇❤❡❡❧ st❡❡r✐♥❣ ✈❡❤✐❝❧❡s✳ ■♥ ■❈❋❉❆✬✶✹ ■♥✲
t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❈♦♥❢❡r❡♥❝❡ ♦♥ ❋r❛❝t✐♦♥❛❧ ❉✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥ ❛♥❞ ■ts ❆♣♣❧✐❝❛✲
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❍♦ss❡✐♥◆✐❛✱ ❛♥❞ ❇❧❛s ▼✳ ❱✐♥❛❣r❡✳ ▲♦✇ s♣❡❡❞ ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ ❛♥ ❛✉✲
t♦♥♦♠♦✉s ✈❡❤✐❝❧❡ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣✐ ❝♦♥tr♦❧❧❡r✳ ■❋❆❈ Pr♦✲
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❬✶✸✻❪ ❘♦❜✐♥ ❉❡ ❑❡②s❡r✱ ❈r✐st✐♥❛ ■✳ ▼✉r❡s❛♥✱ ❛♥❞ ❈❧❛r❛ ▼✳ ■♦♥❡s❝✉✳ ❆♥
❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r ❧♦✇✲♦r❞❡r ❞✐r❡❝t ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♦r❞❡r tr❛♥s❢❡r ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ■❙❆ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s✱ ✼✹✿✷✷✾ ✕ ✷✸✽✱
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❉r♦♥❡ ❛s ❛ ♣❧❛t❢♦r♠ ❢♦r r♦❜♦t✐❝ r❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❡❞✉❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❉❛✈✐❞
❖❜❞r➸á❧❡❦ ❛♥❞ ❆❝❤✐♠ ●♦tts❝❤❡❜❡r✱ ❡❞✐t♦rs✱ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ❊❞✉❝❛t✐♦♥
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❡❛r s②st❡♠s✳ ❆✉t♦♠❛t✐❝❛✱ ✹✹✭✸✮✿✺✾✽✕✻✶✵✱ ✷✵✵✽✳ ■❙❙◆ ✵✵✵✺✲✶✵✾✽✳ ❞♦✐✿
✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳❛✉t♦♠❛t✐❝❛✳✷✵✵✼✳✵✻✳✵✸✵✳
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